1.

koje zadovoljava uslov: x—y=0 i

ReSenje:
y’p+yzq+z° =
y’p+yzq=-7°
dx_dy _ dz
y? yz -7
dy _ dz
yz —17°
dy _ dz
Yy -Z
Iﬂ__ﬁ
y Z

PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE

Odrediti KoSijevo resenje parcijalne diferencijalne jednacine :

Y p+yzq+2z° =0

x—-yz=1

0 Najpre moramo z° da prebacimo na drugu stranu!

Sada pravimo sistem d.j. u simetri¢nom obliku

Uocimo drugi i tre¢i ¢lan ove jednakosti.

Pomnozimo sve sa z

Sada integralimo

Dakle , prvi prvi integral je v, =yz

Nadimo sada drugi prvi integral:

Izrazimo iz c;=yz

ovde ¢emo najpre sve pomnoziti sa y a zatim zameniti z sa Z =

. C, .
odavde je 1n|y| = —1n|z| +1n|c1 ,odnosno y=-- iodatle c=yz
z
. C, . ) . . X dy 5
da je z=— iuzmimo sada iz jednakosti — =—=——, prva dva ¢lana:
y vz -2
Cl

5

v



L = vy pa ¢e biti L = % paje c,dx = y’dy, ovo sada integralimo:

z il

y

y3
C,X = 3 +cC, Vratimo da je ¢i1=yz

y’ y’
yZX =-—+¢C, I odavde izrazimo konstantu C, = yzZX—-——

3 3

y3
Dobili smo i drugi prvi integral: v, = yzX— EY
y3
ReSenjasu: y, =yz i v, = yzx—?
Da li su reSenja dobra?
Moramo ispitati njihovu nezavisnost! Odnosno mora da vazi:
oy, Oy,
D . 0 z
POy Lo toest X Y2 150 jeste!
D(x,y) Vi ) zZ IX-Y
o oy

ReSenja su dobra, idemo dalje.....

Dalje reSavamo Kosijev zadatak x-y=0 i x-yz=1

Sta ovde treba uraditi?

3
Nas poso je da koristeéi reSenja v, =yz i vy, = yZX—y? iuslove x—y=0 i

nepoznate i nademo vezu izmedu reSenja.

Kakoje x—yz=1 1 y,=Yyz toje X-y,=1 paje X=l//_l+1
Kakoje x—y=0 toje x=y:Vl+1

3 N3
‘ i S Gl 40
l//zzyzx—y? pa je odavde ‘/’zz%(lﬂﬂl)—Tl

Dakle nasli smo vezu izmedu resenja i1 eliminisali nepoznate x,y iz

X — yz = 1, eliminiSemo



3

y

Ovo malo prisredimo 1 vratimo prave vrednosti y, =Yz, y, = YZX— 3

— —  — (l+y,)’ .
v, =y, (1+y,) —% sve pomnozimo sa 3

— — — — 3 — —
3w, =3y, (1+w,)—(+w,)’ ovde menjamo v, =Yyz, v, = yZX—y? umesto ¥, 1 v,

3
3(xyz —y?) = 3yz(1+yz)—(1+yz)’ malo prisredimo ...

3xyz—y’ +1+y°z2’ =0 ievo konaénog resenja

2. Odrediti KoSijevo reSenje parcijalne diferencijalne jednacine :
yp+xq=x>+y’

koje zadovoljavauslov: x=11i z=1+2y+3y’

ReSenje:
yp+Xq =X +y> predimo u simetri¢ni sistem

dx dy dz

—=—=— Odavde izaberemo prva dva ¢lana jednakosti
X X+y

—= Yy odavde je xdx = ydy Integralimo

2 2
dex = '[ ydy Paje X? = y? +C, * (ovde kao mali trik uzimamo c¢;*)  Sve pomnoZzimo sa 2
xX’= y2 +2 ¢i* obelezimo sada 2 ¢;* sac; onda je x’= y2 +c¢; to jest
prvi prvi integral je ¢, = x> -y’ odnosno  w, =x’ -y’

Nadimo sada drugi prvi integral:

Podimo od pocetne jednakosti



dx d dz . : . : : . :
&L Dodajmo prvom ¢lanu jednakosti i gore i dole y , a drugom ¢lanu jednakosti i gore i dole x

X x4y’
deX = Xdzy =— az - Saberimo sada prva dva c¢lana jednakosti
y X X" +y
yd>2(+ X(;Iy i dz _ paje d2 (Xy)z = de — skratimo imenioce  d(xy)=dz, ovo integralimo i dobijamo
Yy +X X" +y Yy +XT X4y

Xy=z+c; paje drugiprviintegral v, =Xy-z

Dakle: y, =X"-Yy> w,=Xy—2z suprviintegrali, proverimo njihovu nezavisnost

oy, 9y,
2X
881//)(1 8?/52 £0 ‘_ 2y x # (0 znadi da su reSenja dobra!
oy oy

Dalje re§avamo Kogijev zadatak x=1 i z=1+ 2y +3 y*

Najpre u oba reSenja zamenimo x = 1:

w,=1-y> i y,=y—z odavde je 1-y, =y’ tojest y=+1—-y, i y—y, =12
Dalje ovo menjamo u

z=1+2y+3y’

y—w_2=1+2y+3(1—1//_1) malo prisredimo...

3y, —y,-4=y

3y, —y,-4=41—y, ovdesada menjamo refenja y, =x> -y’ w, =Xy—z umesto ¥, i v,

3(X*—y?) - (xy—2)-4=+1-(x> —y*) opet malo prisredimo i :

kona&no redenje je z=4- 3x* + 37> + xy + 4/1-(x* — y?)




3. Odrediti opSte reSenje parcijalne diferencijalne jednacine :

Xp +yq=z-Xxy
ReSenje:
ax = gy = az uzimamo prva dva ¢lana jednakosti
X Yy z-Xxy
ax = dy integralimo
y
dx ¢dy : - X -
—= I— paje odavde ln|X| = 1n|y| + ln|Cl| odnosno x =y c; ,aodavde je ¢, =— , tako da je
X y y

X
prvi prvi integral y, =—

.. . X .. . ) . dx dy dz |, e
Izrazimoiz x=yc; daje y=— 1 iz poCetne jednakosti — =—= ¢emo uzeti prvi 1 treci ¢lan.
C, X 'y z-xy
dx dz : : X ..
—= ovde zamenimo da je Y =—, i dobijamo
X Z-Xxy c,
dx dz . dx dz .
—= paje —= > sredimo malo.....
X X X X
Z—X— 7—
C, C,
dz z X : .z X .2 X o :
—=——— tojest z=—-— ,odnosno z'——=-—— aovo je linearna d.j. po z
dx x ¢ X X C,
z X
-—=—-—
X C

2(X) = e_I PO (c, + J' q(x)eI p(X)dxdx)

I p(x)dx =— jldx =—In|x| = 1n|x|_1
X

[aooe ™ ax = —[ Xem dx = [ Lo =X
Cl Cl Cl

Z(X) = X(c, —Cl) vratimo ovde daje c, =§ paje
1



Z=X(c, —y) 1odavdeizrazimo konstantu c, =Y +E , pa je dakle:

A z
drugi prvi integral v, =y +—
X

Proverimo nezavisnost resenja:

oy, Oy,

-z
2
ox  OX | Y X120 O¢igledno vazi!
oy, Oy, AR |
o o y’
Dakle:

prvi prvi integral vy, = X
y
Z

drugi prvi integral v, =y +—
X

Vazino : Kad nademo prve integrale opSte reSenje se moZe zapisati u obliku F(y,,y,)=0

Dakle, u nasem slucaju bi bilo | F(X ,y+2)=0
Yy X

Jos vazi da ako z ulazi samo u jedan od prvih integrala, opSte reSenje se moZe zapisati u obliku:
v, =f(y,) akosezjavljau y, i
v, =1(y,) ako se z javljau v,

U naSem slucaju z se javljau y, pa bi reSenje mogli zapisati kao:

Z X . N . .. .
y+— =f(—) 1 odavde mozemo izraziti z po potrebi
X y

YA X . .
—=1f(—)-y 1kad sve pomnoZimo sa x
X y

zzxf(l)—xy
y




4. Naéi onu integralnu povrs parcijalne diferencijalne jednacine :

yz%+ zx@+2xy =0

X oy

koja prolazi kroz kruZnicu x*+ y’=16 za z=3

ReSenje:

yz@+ zxg+2xy =0
OX oy

Pazi, znamo da je a =p
OX

yzZp + zXq = —-2Xy prelazimo u sistem

ox _dy
yz X
ox _dy
yz X
dx _ dy

y X

¢, =X -y’ odnosno

_az

5 iydvojimo prva dva ¢lana jednakosti

sVe pomnozimo sa z

2

odavde je j xdx = J ydy pa je kao malopre X7

Vratimo se sada u pocetni sistem

2
oy

w, =X> -y’ je prviprvi integral

+¢C, * odnosno X2 =y* + ¢; gde je ¢1=2¢*

% = ﬂ = dz prosirimo prvi ¢lan jednakosti sa x, a drugi sa 'y
yz X —2Xxy
xdx = ydy = az saberimo sada prva dve ¢lana jednakosti
Xyz yzx = —=2Xxy
xdx+ ydy = dz pomnozimo sve sa 2xy

2xyz —2Xy
xdx +ydy dz

z

xdx +ydy =-zdz

X +y =-7Z +2c*

xXX+y*=-7Z"+c, odavdeje x> +y' +7°=c,

—+i-=-"—+g,

3 pomnozimo sa z 1 dobijamo
integralimo

pomnozimo sada sve sa 2

sada ¢emo obeleziti 2 ¢,* = ¢,

odnosno:



v,= X+ y2 +7° je drugi prvi integral

w, = x> —y* je prviprvi integral

dy, Oy,
2x =2
Proverimo nezavisnost: OX X |, 0 Y2 8xy #0
oy, 9y, 2X
oa oy

Da nademo integralnu krivu koja prolazi kroz kruznicu x>+ y?*=16 za z=3

Zamenimo ove vrednostiu  y,=x"+ y:+2* paje l//_2 =16+3% =16+9 = 25, zaklju¢ujemo:

X+ y2 +22=25 je traZzena integralna kriva, a ovo je sfera (centralna) sa polupre¢nikom r =5

5. Nadi opSte resenje parcijalne jednacine :
ou ou ou
27 -3y)—+(3X-2)—+(y-2X)—=0
( y) o ( ) Y (y —2x) e

ReSenje:

Najpre predimo u sistem:

dx dy dz

= = pomnoZzimo sa 2 drugi ¢lan jednakosti
2z-3y 3x—-z y-2X

dx 2dy dz

= = saberimo sada prva dva ¢lana jednakosti( 2z se pokrati)
2z-3y 6x-2z y-2X

dx + 2dy dz .

= malo prisredimo...
6X—-3y y-2X
dx+2dy —dz

sve pomnozimo sa 3(2x-y)

32X—y) 2X-Y
dx +2dy =-3dz integralimo

x+2y=-3z+c; paje C, =X+2y+3Z odnosno

W, =X+2y+3Z jeprviprviintegral



Vratimo se na pocetni sistem:

dx  dy  dz
2z-3y 3x—-7 Yy-2X

prosirimo redom prvi, drugi i tre¢i ¢lan jednakosti sa x, y, z

xdx ~ydy  zdz
2XZ2—-3xy 3Xy—-yz yz-—-2xz

saberimo prva dva ¢lana jednakosti (3xy se potire)

xdx+ydy  zdz
2X2—-yz  yz1-2xz

okrenimo imenilac kod drugog ¢lana jednakosti i taj minus ubacimo kod brojioca

xdx+ydy — —zdz
2X2—-yz  2X2-Yyz

naravno, sada je kad pomnozimo sve sa imeniocem

xdx +ydy =-zdz ovo integralimo

2 2

Z * -
—+-—=-——+C, pomnozimo sve sa 2
2 2 2

X+y +z2=c, gdeje c=2¢,

Wv,= X+ y2 +7° je drugi prvi integral

Konatno recenje je u=f(x+2y+3z,x* +y> +2°)

Gde je f proizvoljna integrabilna funkcija.



