2 3 1

1. Date su matrice A=
-2 16 0

a) A+B=2
b) A-B=?
v)  2A-3B=?
o) A +B =2
Resenje:
a)
2 3 171 0 3] [ 241 3+0 1+(3)] [ 3 3
A+B= + =
216 0] |2 6 8| |-2+2 16+6 0+(-8)] | 0 22
b) o
A B_‘z 3171 0 3] [2-1 30 1-(-3) 1 3
|2 16 0] [2 6 -8] |2-2 166 0—(-8)| | 4 10
V)
1 0 -3 4 6 2 30 9
2A-3B=2. -3 = - =
-2 16 0 2 6 -8 -4 32 0 6 18 -24
[43 60 249]
| 4-6 32-18 0-(-24)|
g)
2 2 1 2 2+1 2+2 3 0
AT+B " =|3 16|+|0 6 |=| 3+0 16+6 ([=| 3 22
1 0| |3 8] [1+3) 0+-8)| |2 -8
1 0 -3 2 1 0
2. Date su matrice A=|-2 4 1 B=|-3 4 1|. IzraCunati:
3 2 5 0O o0 3
a) 2A-B=?
b) (AT+B) =2

} i

MATRICE ZADACI (I DEO)

|

1 0
2 6

} . [zraCunati:

-10

6 11
14 24
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Resenje:

a)

1 0 -3 2 1 0 2 0 -6 2 1 0 0 -1 -6
2A-B=2|-2 4 1|-|-3 4 l|={4 -8 2 |-|-3 4 l|=(-1 -12

3 2 5 0O 0 3 6 4 10 0 0 3 6 4 7
b)

1 -2

AT=l0 -4
3001

1 2 3 2 1 0 30 -1
AT+B=0 -4 2(+-3 4 1
3 1 5 0 0 3| |-3

33 3
(AT+B)' =[-1 0
3 3 8

3 0 2 1
3. Ako su nam date matrice A :{ ; } 1 B :{ g O} , 1zraCunati:

102
a) A-B=?
b) B-A=?
Resenje:
AB_‘3 o|f2 1] [ 32408 3:140-0| [6 3
L1208 0] | -12+2:8  -1-142.0] [ 14 -1
BA_‘ 173 o] [2:3+1(-) 2:0+1.2 ] [5 2
18 0][-1 2] | 83+0.(-1) 8.0+0-2] [ 10 0

I na ovom primeru uocavamo jednu bitnu ¢injenicu koju smo napomenuli u teoretskom delu MATRICE:
atoje da komutativni zakon za mnoZenje matrica NE VAZL
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1 2 2 4 1 1

4. Ako sudate matrice A=|2 1 2 1 B=|-4 2 0], izraCunati:
1 2 3 1 2 1
a) A-B="?
b) B-A=?
Resenje:
a)
1 2 4 1 1 (1442 (-4)+2-1 11422422 1-1+2-0+2-1
A-B=| 2 1 4 2 0|=|24+1-(-4+2-1 2-1+1-2+2-2 2:1+1-0+2-1 | =
1 2 1 2 1 | 14+2-(-H+3- 1 1-1+2-2+3-2  1-1+2-0+3-1
[ 4-8+2  1+4+4 1+0+2] [-2 9 3
=| 84+2 24+2+4 24+0+2|=| 6 8 4
| 4-8+3  1+4+6  14+0+3 -1 11 4
b)
4 1 1 1 2 2 [ 4.1+1-2+1-1 4-2+1-1+1-2 4.2+41-2+1-3
B-A=-{-4 2 0[]2 1 2|=|-4-1+2-2+0-1 4.2+2:140-2 -4-2+42-2+0-3|=
1 2 1 1 2 3 1-1+2-2+1-1 1-2+2-1+1-2 1-2+2-2+1-3

[ 44241  8+14+2  8+243 7 11 13
=|-4+4+0 -8+2+0 -8+4+0|=| 0 -6 -4
| LHAEL 24242 24443 6 6 9

Jos jednom vidimodaje A-B=B-A

2 1
) 2 1 11 I 1 . )
5. Ako su date matrice A= , B= ,C=|5 1] izraCunati:
2 3 0 1 1
6 1
a) A-C+B="?
b) B-C" =?
Resenje:
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2
A-C+B:{
2

[2:2+1-5+11-6
| 2:2+3:5+0-6
[4+5+66 2+
| 4+15+0
(75 14] |1

_|_
19 5| |1

2-1+1-1+11-1
2:-1+3-1+0-1

1+11+1 1
2+3+0 1 1

1] [76 15
1l 20 6

I

1
1

b)
o [2 56
1 1 1
BCT—I 1112 5 6_1~2+1-1 1.5+1-1 1-6+1-1
o1t 1| 2410 1-5+11 0 1-6+1-1
241 st 6+1] [3 6 7
241 541 6+l] |3 6 7
30 2
6. Zadati polinom P(x)=x*+2 imatricu A={2 1 4| izratunati P(A).
1 -1 0
Resenje:
Kako je P(A)= A’ +2, nadjimo najpre matricu A’:
3 0O 2|13 0o 2 3-3+0-2+2-1 3-:0+0-1+2-(-1) 3-2+0-4+2-0
A=AA=[2 1 4[[2 1 4|=| 23+1.2+411 2:041-1+4-(=1)  2-2+1-4+4-0
I -1 0]|1 <1 0] [1:3+(=1)-240-1 1-04(=1)-140-(=1) 1-2+(=1)-4+0-0
[9+0+2  0+0-2 6+0+07 [11 -2 6
=| 6+2+4 0+1-4 4+4+0 (=12 -3 8
_3-2+0 0-1+0  2-4+0 1 -1 -2
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Sad ovo menjamo u P(A) = A* +2, ali pazimo da uz 2 obavezno dodamo jedini¢nu matricu I, naravno treéeg reda.

Dakle P(A)=A’+2-1

11 -2 6 I 0 O 11 -2 6 2 0 O 13 -2 6
P(A)=A>+2-1=[12 3 8 |[+2:/0 1 O|=|12 -3 8 |+|/0 2 0|=|12 -1 8
I -1 -2 0 0 1 1 -1 -2 0O 0 2 1 -1 0

2 1 1

7. Zadati polinom P(X)=x*—5x+3 i matricu A=|3 1 2|odredi P(A).
0O 0 2

Resenje:
P(A)=A*-5A+3-1

Nadéi ¢emo na stranu svaki od sabiraka pa to ubaciti u P(A)= A> ~5A+3-1. MoZemo i direktno sve da radimo ali se

ukomplikuje ...
2 1 1 1 1 2:2+1-3+1-0 2:1+1-1+1-0 2:1+1-2+1-2
A=A-A=|3 1 2|3 1 2|=| 3-2+1-3+2-0 3-1+1-1+2-0 3-1+1-2+2-2
0 0 2 0 2 0-2+0-3+2-0 0-1+0-1+2-0 0-1+0-2+2-2
7 3 6
A=9 4 9
0 0 4
2 1 10 5 5
5-A=5-3 2|=(15 5 10
0 0 0 0 10
1 0 3 0 0
0 0 0 0 3
7 3 6| |10 5 5 3 0 0 0 -2 1
P(A)=|9 4 9|-15 5 10(+/0 3 O0|->PA)=-6 2 -1
0 4| 1|0 0 10 |0 O 3 0 0 -3
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Dalje ¢emo pokusati da vam objasnimo kako se trazi matrica A" ako je data matrica A.

Ovakayv tip zadatka mozemo reSavati na vise nacina:
EI Trazimo matrice A*, A’, A* i ako treba jo$ par njih dok ne zaklju¢imo po kojoj se zakonitosti pojavljuju elementi

matrice... Zatim zapiSemo kako bi trebalo da izgleda A" i izvr§imo dokaz matemati¢kom indukcijom.

Datu matricu napiSemo kao zbir dve matrice,od kojih je jedna jedini¢na matrica a druga kada se trazi njen stepen,

postaje nula matrica ve¢ kod treceg ili Cetvrtog stepena.

Treci nacin je da upotrebljavamo sopstvene vrednosti i vektore a to je objasnjeno u fajlu matrice zadaci 2. deo.

1 11
8. Ako je data matrica A=|0 1 1| ,nadji A".
0 01
Resenje:
I nacin
11 1]t 1 1] [1 2 3] 1 2 1+2
A=A-A={0 1 1[-|]0 1 1|=[0 1 2|=|0 1 2
0 0 1/|0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 2 3]t 1 1] [1 3 6] [1 3 1+2+3
A=A -A=0 1 2|/0 1 1|=|0 1 3|=/0 1 3
100 1/{0 O 1| |0 O 1 0 0 1
(1 3 6][1 1 1] [1 4 10] [1 4 1+2+3+4
A=A-A=|0 1 3|/0 1 1|=|0 1 4 |=0 1 4
10 0 1J{0 O 1} [0 O 1] [0 O 1
1 n 1+2+..+n
y o 4+ an .. n(n+1)
Na osnovu ovoga mozemo predpostavitidaje A" =0 1 n , odnosno, postoje 1+2+3+...+n= 5
0 0 1
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_1 n(n+1) |
I n 1+2+...+n 2
tojeonda A"=|0 1 n —>[A"=]0 n
0 0 1 0 0 1

Sada ovo moramo dokazati primenom matemati¢ke indukcije . Da bi se podsetili kako ide indukcija, pogledajte

istoimeni fajl iz tre¢e godine.

1 11
zan=lje A'=|0 1 1| tano.

0 01

1 o 23

2
zan=2je A°=|0 1 2 |= takodje taéno
1

S O =
S = N
— N W

postavljamo indukcijsku hipotezu, da je formula tacna za n =k

U Kk
2
za n=k je A*=[0 1 k
0 1

da dokazemo da je formula tatna za n=k +1

1k k(k+1) |k k(k+1)
2 ) I 11
A=0 1 k S>3 ACA=[0 1 k do0 1 1
0 0 1 0 0 1 0 01
| kal (k+1)(k +2)
2
AT =10 1 k+1
0 0 1

Dakle, naSa formula je dobra.
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Il nacin

Datu matricu rastavimo na jedini¢nu i jo$ jednu matricu:

I 11 1 0 0] (0O 1 1 0 1 1
A=|0 1 1|=/0 1 0|+/0 O 1|=1+]0 0 1
0 01 0 0 0/ |0 O O 0 00

0 1 1
Obelezimo matricu 0 0 1 sa slovom M.
0 0 O

Tadaje A=1+M
A"=(1+M)"

01 1
M={0 0 1]
0 0O
01 1({0 1 1 0 0 1
|V|2—|V|~|V|—|:0 0 1}- 0 0 1]— 0 0 0}
0 0 0({0 O O 0 0 O
0 0 1({0 1 1 0 0 O
M?>=M>-M —{0 0 0 -{O 0 1 —{0 0 0| odavde zakljuéujemo da je:
0 0 0O[|0O O O 0 0 O

Sad Koristimo binomnu formulu:

n n n 0 n n-1 1 n n-2 2 . e ¥ . . . .
(I1+M)" = 0 "M " + . 1M + 5 I""M ", svi ostali ¢lanovi su jednaki nuli.
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(A+M)" =1-1-14n-1-M +QI-M2

(M) =1 +n-M + 202D o

2
[1 0 0] 0 1 1 | 0 0 1
(1+M)"=|0 1 0|+n-]0 0 1+”(”2_)-0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
i n(n-1)]
100l fonn] Y0 73
(I+M)"'=(0 0|+/0 O +/0 0 0
0 0 1] [0 0 O]
1 n n+n(n_1) 1 2n+n(n-1) 1
2 2
(I+M)"=|0 1 n =0 1 n =10 1
0 0 1 0 0 1 0 0
i n’+n| [ n(n+1)]

2 2
=0 1 n |—=[(+M)"=[0 1 n
1 1

1
9. Ako je data matrica A= { .

ReSenje:
Az:A.Az[ 1 —IH 1 —1H1-1+<—l>-(—1) 1-(—1)+(—1).1}:[ 2
RN I RN RSB N N C ORISRk
Nopa=| 2T Ml ‘1}2[4 —4}{ 2? —22}
2 2 ||-1 1|4 4] |22 22
AMopacl? —4H 1 —1}{8 _3}:[ 2 _23}
_—4 4 -1 1 -8 8§ X 23
Ao ptac| 8 —SH 1 -1 }{16 _16}{ 2 _24}
-8 8 ||-1 1 -16 16 o4 ot

Na osnovu ovoga mozemo predpostaviti da je :

2n—1 _2n—1
An = |:_2n1 2n—1 i|

-2
2

|
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Moramo ovo dokazati matemati¢kom indukcijom:
2]—] _2]—] 20 _20 1 _1
—1 1_ _ _ _
za n=1 je A —{_21_1 e }—{_20 50 }—{_1 { }—A

] ) 2k71 _2k71
Pretpostavimo da je formula ta¢na zan=k A" = { )
_2 -1 2k71

Da dokaZemo da formula vaziiza n=k +1

AT AR A 20 2 Sl ] 2T (2D 2T D2 |
k-1 k-1 _ k-1 k-1 k-1 k-1
-2 2 11 =242 (=) =29 (=D 42K

2k71 +2k71 _2k71 _2k,] 2‘2k71 _2.2k71 2k _2k
|:_2k1 _2k71 2k71+ 2k71 } = |:_2 . 2k71 2 . 2k71 } = |:_2k 2k :|

U slede¢im primerima ¢emo pokusati da vam “priblizimo” reSavanje matri¢nih jednacina. Takav zadatak se najcesce
sastoji iz dva dela. U prvom delu trebate resiti matri¢nu jednacinu, odnosno da izrazite X, a u drugom delu se koriste
operacije sa matricama...

10. Resiti sledece matri¢ne jednacine:
1) AX=B

2) XA=B

3) AX—=1=X+B

4) 3X)'+B'=(AX)"

5) (AX+A)"'=BA

6) (AX'-B)"'=XB

7) ((AX)' -X"B) =A-B

Resenja:

Bilo bi dobro da se podsetite pravila koja vaze za matrice a koja su date u prethodnom fajlu.

)
AX =B sa strane mnoZzimo celu jednacinu sa A’
A'AX =A"'B
A'AX =A"B
I-X=A"B
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2)

XA=B sa strane mnoZimo celu jedna¢inu sa A’
XAA™ =BA™
X-1=BA™

3)
AX-1=X+B nepoznate na levu a poznate na desnu stranu...
AX-X =B+ izvlac¢imo X kao zajednicki ispred zagrade , ali sa desne strane!

(A—-1)X =B+1 celu jednacinu mnozimo sa (A—1)"', ali sa leve strane!
(A=) (A= D)X =(A=1)"'(B+1)

1-X =(A=1)"(B+1)

X =(A—1) ' (B+1)

4)

BX)"'+B" =(AX)™
X1.37+B"'=X"'A"  Nepoznate na jednu, poznate na drugu stranu...
B'=X"A"-X".3" Izvla¢imo X' kao zajednic¢ki ispred zagrade ali sa leve strane...

Pazi , moramo dodati | kod 3™ =%

B'=X"-(A" —% 1) Celu jedna¢inu mnoZimo sa X sa leve strane
X .B" :x-xl-(Al—%n
X B =1 (A" =11
3
X-B'=(A" —% ) Celu jedna¢inu mnozimo sa B sa desne strane
X -B'B =(A‘1—%|)B

X -1 :(A‘l—él)B

1
X=(A"-=1)-B
( 3)
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S)

(AX + A)"' =BA unutar zagrade izvu¢emo A sa leve strane
[A(X +1)]'=BA celu jednacinu stepenujemo na ()~
[ACX +1)"'T" = (BA)"

AX+1)=A"'B" mnozimo celu jedna¢inusa A" sa leve strane
ATAX +1)=A'ATB

|.(X+1)=A?B"

X+1=A"B"

X =A2B"'—1|

6)

(AX'-B)"' = XB celu jednacinu stepenujemo na ()
(AX'=B)")"' =(XB)"

AX"'—-B=B""-X" sad nepoznate na levu a poznate na desnu stranu...
AX'-B'X"'=B

(A-B)X'=B  pomnoZimo celu jednacinu sa X ali sa desne strane...
(A-B )X 'X =BX

(A-B™)I =BX

A-B'=BX pomnozimo celu jedna¢inu sa B™' ali sa leve strane...
B'(A-B)=B'BX

B'(A-B)=1-X

B'(A-B™")=X
X =B (A-B™)
7)

((AX)" ~X"B) =A-B

(X TAT - X7 B)_1 =A-B unutar zagrade izvuéemo X ...
(XT(A"-B)) =A-B celu jednacinu na-I..

X"(A" -B)=(A-B)" sadesne strane mnozimo sa (A" —B)'
XT(AT —B)(A" —B)" = (A—B)"-(AT —B)’

X" =(A-=B)"'-(AT-B)" spakujemo malo desnu stranu

X" =[(A" =B)(A—B)]"" celu jednaginu transponujemo...

(X7 =(I(A" - B)(A-B)]")

X =([(A" -B)(A-B)]")

WWww.matematiranje.com
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o= O

2 1
11. ReSiti matri¢nu jedna¢inu AX = X + A ako je data matrica A=|0 2
11

Resenje:

Najpre reSavamo zadatu matri¢nu jednacinu:

AX=X+A
AX-X=A
(A-DHX =A
(A-D)'(A-DHX =(A-1)"A
I-X=(A-1)"A
X=(A-D"-A
Dalje trazimo matricu A—1, pa njenu inverznu. Ako vas profesor dozvoljava , radi lakSeg rada, matricu A—1 mozemo

obeleziti nekim slovom, recimo sa M. Ako se profesor ljuti, vi nastavite da radite sa A—1.

2 1 0 1 0 0 1 10
A-1=(0 2 1|(-|0 1 O0|=10 1 1|=M
1 1 2 0 0 1 1 11
sadaje X =M. A
trazimo M ' = adjM

detM

I 1.0 (1 1 011
detM =10 1 1|=|0 I 1] 0 1=1+140-0-1-0=1—|detM =1| , matrica je regularna...
I 1 1 (11 111

Ako vam se u radu dogodi da je det M =0, onda takva matrica nema inverznu matricu 1 tu prekidate sa radom.

Trazimo kofaktore i adjungovanu matricu:
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13



1

o 11 - 10 b 10
M=[[o] 1 1|>M,=+ |=0 M=[[0] —>M2]:—‘ ‘:—1 M=[[o] 1 1]o>M,=+ [=1
11 11 1
oo Lo [
U 1 ol 01 Lo 10 o 10
M=|0 oM, =-| =1 M =|[0] oMy =+ 1‘:1 M =|0 1> M, —‘0 =
1 1 1 1
In [o]] 11 [o] 1 1 o
M=[0 1 —>|v|13_+(1) 1:—1 M =|[o] —>M23——E 1‘:0 M=l0 1 —>M33_+(1) 1:1
11 11
0 -1 1
adiM =| I 1 -1|, odavde smo dobili da je inverzna matrica:
-1 0 1
0 -1 1 0 -1 1
M'==1 1 —-1|>M'=|1 1 -1
-1 0 1 -1 0 1

Sad moZemo da se vratimo u reSenje 1 da zamenimo:

X=M".A
0 -1 1][2 1 0
X=1 1 -1}0 2 1
-1 0 1 I 1 2

[0-24(=1)-0+1-1 0-1+(=1)-2+1-1 0-0+(=1)-1+1-2
X=|1-241-0+(=1)-1 1-14+1-24(=1)-1 1-0+1-1+(=1)-2
[(-1)-240-0+1-1 (=1)-140-2+1-1 (=1)-0+0-1+1-2

12. Resiti matriénu jednacinu AX —B=BX +1 ako su date matrice:

1 2 1 1 2 2
A=0 1 1 i B=|1 1 2|.

0 2 =2 2 1 1
ReSenje:
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=BX +1

AX -B

B+1

AX —BX
(A-B)X =B+1

(A-B) (A-B)X =(A-B) (B+1)

X =(A-B) (B+1)

Izrazili smo X, sada traZzimo inverznu matricu ...

-1
-1
-3

llﬁv_é
AN — A
— O O
L= =
Il

[a]

|

<

Kao i malopre, radi lakSeg rada, ovu matricu ¢emo obeleziti sa M.

adjM

1
detM

-1
—1} ,ondaje M™' =
-3

0 0
M=-1 0
-2 1

detM

0 0 -1 0 0
-1

-2

-1l -1 0=0+0+1-0-0-0=1
-3 -2 1

0

1
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I konacno je :

1 -1 0][2 2 2
X=(A-B) (B+l)=|-1 =2 1|1 2 2|=
-1 0 0][2 1 2
1-24(=1)-140-2  1-24(=1)-240-1  1.24(~1)-2+0-2

=\ (=1)-2+(=2)-1+1-2 (=1)-24(=2)-2+1-1 (=1)-2+4(=2)-2+1-2
(-1)-240-140-2  (=1)-240-240-1  (=1)-24+0-2+0-2

1 0 0
X=|-2 -5 -4
2 2 -2
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