IZVODI ZADACI (1V deo)

LOGARITAMSKI IZVOD

Logaritamskim izvodom funkcije y = f(x) , gde je y>0 i y# 1 , nazivamo izvod logaritma te funkcije, to jest:

Yy _f®
(Iny)'= T

Primer 1.

Nadji izvod funkcije y = x*

Resenje: Najpre ¢emo logaritmovati ovu jednakost sa In ( to bese prirodni logaritam za osnovu e) a zatim ¢emo
primeniti jedno od pravila vezana za logaritme: In A"=nIn A
y=x" logaritmujemo

Iny=Inx* ovo xuizloZiocu ide ispred logaritma...

Iny=xInx sada diferenciramo ( pazi, na desnoj strani je izvod proizvoda)
Yo X' Inx + (In x)" x

y

¥ Inx + lx skratimo x

Yy X

Yo x+1 sada sve pomnozimo sa y

y

y =y(lnx+1)  ovde zamenimoy sa x*

y =x'(Inx + 1) je konaéno resenje!

Primer 2.
sinx

Nadji izvod funkcije y = (cosx)

Postupak je isti: logaritmujemo, pa pravilo za log., pa sredjujemo...
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ReSenje:

sinx

y = (cosx)

sinx

In y = In (cosx) prebacimo sinx ispred logaritma...

Iny = sinx In(cosx) sada diferenciramo

Yo (sinx)" In(cosx) + [In(cosx)]" sinx

y

Yo cos X In(cosx) + (cosx)" sinx

y

Yo cos x In(cosx) + (-sinx) sinx prisredimo malo ...

y

y' sin” X ..

— =cos X In(cosx) - Sve pomnozimo sa 'y

y COS X

. Sil’l2 X . sinx
y' =y [cos x In(cosx) - zamenimo y = (Cosx)

COS X
-2

~ sinx Sim- X . v v .

y = (cosx) [cos x In(cosx) - ] je konacno reSenje
cos X
Primer 3.
o ln X sin X
Nadjiizvod y=|—
X
ReSenje:
Inx )™ o
y=|— logaritmujemo
X

Iny = In (ln_xj
X

Pazi In(cosx) je izvod slozene funkcije

. nXx . . . . . e . . . v ..
Iny =sinx Inf — |  diferenciramo, pazimo jer na desnoj strani je izvod proizvoda a ima i sloZena funkcija...
X
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Yo COSX ln(ln Xj + ! (ln X)‘ sinx pazi (ln_xj mora kao izvod koli¢nika
y X Inx " x X
y (lnXJ X (*X—IHX)
— =cosx In + 5 sinx
y X In x X
Yo COosX ln(ln XJ + X (1= 1211 X) sinx skratimo po jedno x i sredimo...
y X In x X
y' (lnxj (I-Inx) . ..
— =cosx In + sinx SVe pomnozimo sa y
y X XIn x
‘ (mx] (1-Inx) . . (mx]m
y =y [cosx In + sinx| zamenimo Yy =| —
X XIn X X
y = (ln_xj [cosx ln(ln Xj + (I=In%) sinx] kraj zadatka
X X XIn X

1ZVOD FUNKCIJE DATE U PARAMETARSKOM OBLIKU

Ako u funkciji y=f(x) promenljive x i y zavise od parametra t ( x=x(t) i y=y(t) ) , prvi izvod funkcije y=f(x) se

racuna po formuli :
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Primer 1.

Izracunati prvi izvod funkcije zadate u parametarskom obliku: x =2t — i

ReSenje:
x =2t -t odavde je x'y=2 -2t
y=4t—t odavde je y' =4 — 3t

Sada x'¢1 y'¢ ubacimo u formulu:

Y, Yl 272 resenja!
“ox, 4-3t7 '
Primer 2.

Izracunati prvi izvod funkcije zadate u parametarskom obliku: x =r cost

ReSenje: ( pazimo jer r je kao konstanta posto radimo po t )

X =1 cost X¢=-rsint
y =r sint y't =1 cost
. y; —Trcost . —cost . ..
y, = —=———=skratimor= — =-ctgt konacno resenje
X, rsint sint
Primer 3.

Izracunati prvi izvod funkcije: x =cost+tsint 1 y=sint—t cost

ReSenje:

y=4t—t

y =1 sint

x =cost +t sint odavde je X'(=-sint + [ t'sint + (sint)'t] = - sint + sint + t cost = t cost

y=sint—tcost paje y(=cost— [t cost+ (cost) t] =cost—cost+tsint=t sint

Y, _ tsint sint
x; tcost cost
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1ZVOD IMPLICITNO ZADATE FUNKCIJE

Kada je funkcija y = f(x) zadata u implicitnom obliku F(x,y) = 0, njen prvi izvod dobijamo iz relacije:

% F(x,y)=0
Primer 1.
Izracunati prvi izvod funkcije: X =2y—y=0
ReSenje:

Obelezimo sa  F(x,y) = x> — 2y — y2

Sta je ovde §tos?

Od ¢lanova sa x-som trazimo normalno izvode, a kod onih gde se javlja i y (ipsilon) nadjemo izvod i dodamo

jo§y'. Tako da u nasem primeru od x’ izvod je 3x%, od y izvod je 1y" a od y* je izvod 2yy'. Dakle:

F(xy)=x -2y -y’

di F(X,y)=3x%- 2y -2yy" pa sad ovo izjedna¢imo sa 0
X
3x%-2y' -2yy'=0 odavde sada izrazimo y' itojeto.

3x% = 2y +2yy’

_ 3x?
2(1+y)

3x*=2y'(1+y)  paje y konacno resenje

Primer 2.

Izratunati prvi izvod funkcije: x*+xy+y*+6=10
ReSenje:
F(x,y)=x+xy+y +6

Pazimo : xy mora kao izvod proizvoda !
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diF(X,y)=2x+y+Xy‘ +2yy
X

2x +y+xy +2yy'=0 odavde moramo da izrazimo y’

Xy +2yy =-2x-y

. —2X—
y(x+2y)=-2x—-y paje y = —Xy konacno reSenje
X+2y
Primer 3.
Xy _ 3 3

Izracunati prvi izvod funkcije: e
ReSenje:

Mozemo odmah diferencirati , a moZemo prvo oformiti funkciju F(x,y), kako viSe volite!
Mi ¢emo odmah diferencirati :

& =x3_y3

M(xy) =3x2 - 3y%y"

¥y +xy) = 3x" - 3y’y’

¥y +e¥ xy' =3x* - 3y’y" sada da izrazimo y’

& xy' + 3y =3x2 - Yy

y'(e¥ x +3y%) =3x - eVy pa je odavde

. 3x*—eVy y . .
= ————— Kkonacno resenje
e¥x+3y
Primer 4.

Izraunati prvi izvod funkcije: x'-y*=0
Ovde je malo teza situacija, jer moramo da logaritmujemo funkciju pa tek onda da trazimo izvod.
y_ X

X' =y logaritmujemo

Inx*=1Iny" izloZioce prebacimo ispred In...
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y Inx = x Iny sada izvod , ali kao izvod proizvoda!
. 1 1.
yInx +y— =lny+ —y'x
X y

y' Inx - iy‘ = Iny - Y
y X

y' (Inx - 1) = lny - Y 1izrazimo y’
y X
Iny-— Y
y = . konacno resenje
Inx——
y

1ZVOD INVERZNE FUNKCIJE

Neka funkcija f ima prvi izvod razli¢it od 0 na nekom intervalu i neka je g njena inverzna funkcija . Tadai g

ima izvod 1 pri tome vazi:

1
9=
f(9(x)
Cesto se ova formula zapisuje u obliku :
y, =— a moze 1i X'yy'x=1
X

y

Primer 1.

Ako je y=arcsinx, -1<x<1, —%Syﬁ% , da nadjemo izvod od y!

.. . . . . . -1 ) ..
Posto je y =arcsin x, tadaje x =siny, primenimo Y, =— 1dobijamo:
Xy
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1 1

Giny) = = {sad iskoristimo da je sin®y + cos’y =1 to jest cosy = 4/l—sin’y }=
sin'y cosy

(arcsinx)’ =

S S { sad vratimo da je siny=x } = !

1-sin’y V1-x*

) 1
Znacdi, dobili smo da je (arcsinx)' = -
I-x
Primer 2.
Akoje y=arctgx i —-o<X<oo i —%Syﬁ% da nadjemo izvod od y !

Kako je y =arctg x toje inverzna funkcija x =tgy, pa primenimo Yy, = L :
y
. 1 1 .2 2
(arctgx)" = -= = {kako je sin“y + cosy =1}
(tgy) 1
cos’y
= 1 — = — : — = 12 a kako je tgy = x
sin” y+cos” y sin y+cos y 1+tg°y
cos’ y cos’y cos’y
_ 1
1+ x?

Dakle: (arctgx)= " !

+ x?

Primer 3.

Ako jey=log,x ,a>0,a#1,x>0 i —0<Yy<wo ,danadjemo izvod.

. . . |
Inverzna funkcija za y = log,x je x =a’, paje po formuli y, =—:
X
y
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(log.x)' = ( ly ; = znamo da je izvod od a’= a’Ina =
a

o
a’lna

=i sad samo zamenimo da je x = a”

1
xIlna

Dakle : (log,x)'=

xlna
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