INTEGRALI ZADACI (VIII DEO)

REKURENTNE FORMULE

Rekurentne ( rekurzivne ) formule su formule koje zavise od prirodnih brojeva. One se koriste za snizavanje “reda”
nekog integrala. Mi nadjemo kako se izracunava integral ¢ija je podintegralna funkcija reda n preko integrala Cija je
podintegralna funkcija reda n-1 ( ili n-2, n-3,...). Na taj na¢in dodjemo do podintegralne funkcije za koju integral

mozemo direktno da reSimo. Nije pravilo, al se ve¢ina ovih integrala radi preko parcijalne integracije.

Odrediti rekurzivnu formulu za Ix”eaxdx akoje a#01i neN

Resenje:

.[x”eaxdx =?

Ovaj integral ¢emo resiti parcijalnom integracijom ( ako se secate, ovo je integral iz prve nase grupe).

X"=u e¥dx =dv
I, = I x"e¥dx=| 1 =
nx"" dx=du —e¥ =v
a
1 1 _ e™.x" n B
=x". —e¥ —j —e™nx""'dx = —— j e™x"dx
a a a a
e™-x" n
= N In—l
a a
Dakle:
| = e”-x" n |
n a a n-1

Kako sad upotrebiti ovu formulu?

Dobijemo zadatak da resimo I x'e*dx =?

U naSoj formuli je dakle n=4 1 a=1.
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sad radimo za h=3,n=2,n=1

I, =e"-x*-41,
|, =e*-x =3I,
I, =e"-x>-2l,
Ilz.[ex.xdx

Ovaj integral znamo da reSimo:

X=u e*dx =dv

Ixexdx= dx =du jexdx:v :x-ex—jexdx:xex—eX+C: e*(x-1)+C
o Iv-du

X

e =V

Vratimo reSenja unazad...

I,=e"-x"—41,

I, =%’ =3I,

I, =e"-x>=2l,

l, =je* -xdx = e*(x—1)

vratimo se u |,

I, =e*-x* =2[eX(x-1)]

vratimo se u |,

I, =%’ =3{e*-x* = 2[e*(x-D]}

vratimo se u |,

I, =& x' —4fe" X’ =3{e" -x* ~2[e"(x~ )]} } + C

Ovo sad malo prisredite ako vas profesor zahteva.
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Odrediti rekurzivnu formulu za Isin”xdx akoje n>2

Resenje:

I ovde radimo parcijalnu integraciju:

sin"' x=u sin xdx = dv
I, = Isin”xdx =|(n=1)sin""" X(sin X)'dx = du —cosX=V |=
(n—1)sin"" x-cos xdx = du
=sin"" X-(—cos X) —I (—cos X)(N—1)sin" X - cos Xdx
=—sin"" X-cos X+(n —l)J- sin"? X -cos” Xdx
Iz sin® X+cos’ Xx=1—cos’X=1—-sin’ X, pa to zamenimo umesto cos’ X
=—sin"" X-cos X +(n— I)J‘ sin" X - (1—sin® x)dx

=—sin"" X-cos X+ (N— I)J‘ (sin"? x —sin" X)dx

=—sin"" x-cos X+ (n—1) J‘sin“’2 xdx|—(n—1) jsin” xdx

=—sin"" X-cosXx+(n=1)-1_,—(n=1)-1,
Da spakujemo:

I, =—sin""x-cosx+(n=1)-1_,—(n=1)-1,

n

I, +(n=1-1,==sin"" x-cosx+(n—-1)-1_,
W +n-1, oA =—sin"" x-cosx+(n-1)-1,,
n-1 =-sin"" x-cosx+(n-1)-1__,

| - —sin"" x-cosx+(n-1)-1,,
n

n

—sin"'X-cosx n-1
I, = + 3 I

n n

Ovo je trazena rekurentna formula.

Uoc¢imo da ako je n paran broj , tada postupnom primenom dobijene formule na kraju dolazimo do J‘dx

a ako je n neparan broj dobijamo Isin xdx
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Odrediti rekurzivnu formulu za j —
sin" X

Resenje:

. . . . sin X
Ovde ¢emo najpre upotrebiti malo trikée: dodamo —
sin X

| _,[ dx _J-sinx dx _jsinxdx
" sin" X sinX sin" X sin™! x

Sad radimo parcijalnu integraciju:

J- sinxdx [U=——— sin XdXx = dv

sin™! x
? —COSX=V

Izvuéi ¢emo ovaj izvod na stranu jer je izvod sloZene funkcije...

sin
vratimo se na zadatak:

. 1 u sin xdx = dv
J- sinxdx |sin™"' x _
son+l -
sme X —(n+ 1) cos X dx dv —COSX=V
X
( cos X) — j( cos X)[—-(n+ 1) cos dx]=
sin"* X
—cosX-———(n+ I)I COS X ix =
sin"* sin"*
—cosX~——(n I)J-1 sin” X =
sin" sin™*

2
—cosx~%—(n+l)[j _ n1+2 dx—j?‘h\;‘dx]z
sin™" X sin™™ x sin™* X

—cosx-%—(nﬂ)[] : nl+2 dx—J' ,ln dx] =
sin X Sin X s X

—cosx-%—(nﬂ)[j : L dx—jsinlnxdx]z

sin
—Cos X- —(n+1)[j dx—j -ln dx]=
s1n S X
:—cosx-,#—(n+l)[ln+2 I.]
Sin

(%)‘= (sin™™" x)'= —(n+1)sin" """ x-(sin X)'= —(n+1)sin"
X

akoje n=2

, vide¢emo zasto...

COS X
2. cosx =—(n+1)

sin™
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vratimo se od pocetka:

=05 X = (1D -1,
In=—cosx‘sinn—+lx—(n+1)|n+z+(n+1)|n
(14D, ==cosX——nl, 2k K
sin™" x
(n+DI,,, =—cosX-— :+1 +nl,
sin™"' x
| —Ccos X + n y
" (n+1)-sin™' x n+l "

Dobili smo trazenu rekurentnu formulu al po n+2 , da bi dobili formulu po n, kako nam traze , jednostavno ¢emo
umesto N staviti N-2.

—COS X n
n+2

= + I, >—|I —cosX
(n+1)-sin"™'x n+1 "

n

n-2
= . 1 + 'In—z
(n=1):sin"" x n-1

Odrediti rekurentnu formulu za 1, = .[ X"-In" xdx akoje n,me N

In"x=u X"dx=dv
I :_[x” In" xdx = 1 n+l =
s _ X
o m-In™" x-—dx=du 1:V
X n+
Xn+1 Xn+1 B 1
=In"x- - m-In™" x-—dx
n+1 n+1 X
Xn+1 Xn . -
=In" X - X-m-lnm "X —dx
n+1 n+1 X
Xn+1 m
=In" X - IX” In™" xdx
n+1 n+1
lnmx Xn+1 m

[
n+1 n+1 ™™
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