EKSTREMUMI FUNKCIJA VISE PROMENLJIVIH (II deo )

USLOVNI EKSTREMUM

Ovde osim funkcije imamo zadate i uslove. Najcesce je to jedan uslov, ali u ozbiljnijim primerima mogu biti dva 1

vise njih.

Ako je recimo zadata funkcija f (x) , 1 uslov ¢ (x) mi najpre oformimo funkciju :

F(x)=f(x)+1-9(x)

A je nepoznati koeficijenat koji trazimo:

nademo prve parcijalne izvode i izjedna¢imo ih sa nulom

- odatle izrazimo x iy preko A

- zamenimo x 1y uuslov ¢ (x) 1 odredili smo vrednost za A ( moze ih biti i nekoliko)

- vratimo tu vrednost u x 1y , dobijamo tako stacionarne tacke.

- trazimo drugi totalni diferencijal d°F da bi ispitali da li je u pitanju maksimum ili minimum

( ako je d*F <0 u pitanju je max, a ako je d°F >0 u pitanju je min.)

primer 1.

Nadéi uslovne ekstremume funkcije z=ax+by akoje uslov x°+31’> =1

ReSenje:

Dakle, prvo oformimo funkciju:
F=ax+by+A(x*+y>—1) pazite, stavlja se uslov izjednacen sa nulom!

Dalje trazimo prve parcijalne izvode 1 izjedna¢avamo ih sa 0.

x4yt =

1> |x*+y*=1=0
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F=ax+by+A(x*+y> 1)

8—F:a+2/1x
Ox
a—F:a+2/1y
0y
a
a+2lx=0—>|x=——
24
b+21y=0— __b
y Y 21

Ovo zamenimo u uslov da nademo vrednost za A :

x2+y2:1

a ., b,
( 22,) ( 22,)
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42> 4x?
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Imamo dve vrednosti , §to znaci da imamo dve stacionarne tacke. Najpre ¢emo zameniti A,

Ispitujemo da li je maksimum ili minimum preko totalnog diferencijala drugog reda:
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aF 2 2 2
—=a+2x sz:a};a’x2+2aFdxdy+aljdy2
ox ox Ox0y )y
o o at24y d*F =22dx* + 0 +2Ady*

0
— IF = 20(de +dy°)
O°F .

- =21 pa je odavde: het [+ b?
O*F 2

oy’ =24 2 Va’ +b*

Y d°F = 3~ (dx* +dy?)
O°F b3

)
Bxdy d*F =~a* +b* -(dx* +dy*) —[d*F > 0]

Kako je d’F >0 , tacka je minimum, zamenjujemo je u pocetnu funkciju da nademo tu minimalnu vrednost:

Zmin = ax+by
b
a’+b’ a’+b’
a’ b’
Zmin =
\/a2 +b \/a2 +b
a’+b’
Zmin ==
a’+b’

Sad isti postupak radimo 1 za drugu vrednost A, =— 5

Ja® +b?

2

a a

X=X = —— D> | =———

24 Va® +b’ Va® +b’
2y

b b
24 Jat+b? a’ +b?

_\X\X

ﬂ’z:_

a b

N( , )
\/az—kb2 \/a2 +b*
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d°F =2A(dx* +dy*)

Ja? +b?
2
2 2
% —“\;b (A +dy)
d°F = —Ja* +b* -(dx* +dv*) — [d*F <0

A =-

d’F =

Zakljucujemo da je ovo tacka maksimuma, pa da odredimo tu maksimalnu vrednost funkcije:

Z . =ax+by

z =a a +b b

" \/a2 +b’ \/a2 +b’

Zp = il + i

" \/a2 +b° \/a2 +b°
a’+b’

z =

max

NEpv
z. =Va’ +b’

Nadi uslovne ekstremume funkcije wu=x-2y+2z

ReSenje:

Oformimo funkciju: F =x-2y+2z+A(x*+y* +2° —

F=x-2y+2z+A(x*+y* +2° =1)

a—F:1+2ﬂ,x
ox
a—F:—2+2ﬁuy
dy
8_F:2+le
0z

Menjamo ove vrednosti u uslov:

ako je uslov x*+)° +z° =1

1) , pa nadalje sve po opisanom postupku:

1+2ﬂuc:0—>x:—L
22

—2+22y=0—>y=%

2+2/IZ:O—)z:—l
A



x2+y2+22=1

1 2 12 12
—)  + (=) +(-—) =1
( 2/1) (/1) ( /1)
1 1 1
—t—+—=1. /'412
420 2 N7
1+4+4=41"
/12_2_)1 é_) ﬂl:—i-éVlz:_é
4 2 2

Opet imamo dve vrednosti za lambda, pa za svaku radimo posebno:

3
Za =+—
A 2
2
a—F:1+2/1x—>81j:22,
ox ox
2
a—F=—2+21y—)a};=2l
oy 0
2
a—F:2+2ﬂuz—>a F:2l
0z 0z

A°F =2d°x +2Ad°y+2Ad°z =2 A(d*x +d’y + d’z)

d*F =X - X(d2x+d2y+dzz)
d°F =3(d’x+d’y+d*z) -
(—l 2 ——) € minimum
33 J
u=x-2y+2z
U 12, :_1_2'2""2'(_2):_3
(—3,5—5) 3 3 3
umin _3
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Za A =——
& 2

2
a—F=1+22,x—>a]§:2/1
ox Ox
oF oO’F
x:—%—m:% a—y:—2+2,1y—> — =21
2
1 2 a—F:2+2ﬂ,z—>af:2/1
)’:z—) J’:—g Oz Oz
pa je
Zz—%—) Z=+§ d°F =22d°x+2Ad’y+22d’z =2A(d*x+d’y +d’z)

d*F = \X-(—%)(dzx+d2y+d22)

373
d*F = -3(d*x+d’y+d*z) —|d*F < 0]

N(l,—z,g) je maksimum
333

u=x—-2y+2z
Uy, mao2i(-2)+2-223
(5»7555) 3 3 3

u_ =3

max

USLOVNI EKSTREMUM

Diferencijabilna funkcija f(x) dostiZe najvecu ili najmanju vrednost, u zatvorenoj i ogranicenoj oblasti, u

stacionarnoj tacki ili u granicnoj tacki te oblasti!

Naéi najmanje i najveée vrednosti funkcije z=2x’+4x’+)* —2xy u zatvorenoj oblasti

ogranicenoj krivama: y=x" i y=4



ReSenje:

Ovde najpre moramo nacrtati sliku i uociti oblast:

Stacionarne tacke trazimo na uobicajan nacin:

2=2X" +4x> +y —2xy
0z

— =6x"+8x—2

ox 4
%=2y—2x

dy
@=0—>6x2+8x—2y=0
ox

0z
—=0-52y-2x=0->|x=

x=y zamenimou — 6x> +8x—-2y=0

6x> +8x—2x=0—>6x"+6x=0—>x, =0, x, =1

x=0->y=0—->|M0,0)

x,==—l—>y,=-1->|M,(-1,-1)

Dalje moramo odrediti vrednost pocetne funkcije u ovim tackama:

M ,(0,0) M,(-1,-1)

z=2x" +4x"+y’ —2xy z=2x" +4x"+y> —2xy

Z0) =2-0°+4.-0°+0°-2-0-0=0 i Z =2(=1)’ +4(=1)’ + (=1’ =2(-D)(-) =2 +4+1-2=1
Z(p,0) =0 Zeiop =1




Za sad ne znamo da li su ovo tacke ekstremuma, moramo ispitati i grani¢ne tacke.

Najpre ¢emo ispitati za tacke na paraboli.

yA
5
3 2
9 Y=X
1
2
5 4 3 2 1101 2 3 4 5 X
-1

Zamenimo y = x* u zadatu funkciju i trazimo izvod.

y=x
z=2Xx" +4x>+y’ —2xy

Zoe = 2x° +4x +(x%)* = 2x(x%)

Z = D+ + xS,
4 2

2y =X +4x

Trazimo izvod:

z'=4x’ +8x

2=0->4x +8x=0 > 4x(x> +2) =0 > [x =0]

y=x2—>y=02—>

Dobili smo | M,(0,0)

Ovu tacku smo vec¢ dobili kao stacionarnu...

M;(0,0) = M,(0,0)
z=2x +4x> +y> —2xy
Zoy =2:0°+4-0°+0°=2-0-0=0

Zoo) = 0




Sad ispitujemo tacke na pravoj y =4

yA

y:

- N W L& O

5 4 32 10071 2 345 x
1

y=4
z=2x" +4x>+y* —2xy
Ziogy = 2X° +4x7 +47 —2x -4

Z(yegy = 2x° +4x* —8x+16

Trazimo izvod:

2=6x> +8x—8

z‘=0—>6x2+8x—8:0—>x1:§, x,=-2

2
M4=(§,4), M, =(=2,4)
2
M4(_54)
3 M(-2,4)
—_ "3 2 2
z=2x +4x"+y —2xy 2225 +4x% £ —2xy
z(z):2-(%)%4-(%)2+42—2-(§)-4:0 i Zpg =2-(-2) +4-(-2)" +4°-2:(-2)-4=0
=4 )
} 24 =—16+16+16+16
16 16 16 176 12 ’
z, =—+—+16-——=—"=6— —3
G 27 9 3 27 27 Ziom =
12
z =6—
Ga 27
Dakle:

Funkcija ima maksimalnu vrednost u tacki M,(-2,4) Kkoja iznosi: z_,, =32

Funkcija ima minimalnu vrednost u tacki ,(0,0) = M,(0,0) koja iznosi: z,, =0



