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1. Resi diferencijalnu jednadinu: x(1+y*) =y y’

ReSenje:
x(1+y?) =yy’
x(1+y)) =y % sve pomnozimo sa dx (dx# 0) ipodelimo sa 1+y”
X
x dx = " ydyz znaci ovo je diferencijalna jednacina koja razdvaja promenljive!
+y
dex = lydy2 integral na levoj strani je tabli¢ni a za ovaj na desnoj strani uzimamo smenu.
+Yy
2 1 2 :t
ﬁ_:yl@%: +y :l.gizlmM+c:lmh+yﬂ+c
2 I+y” [2ydy=dt 2°t 2 2
Dakle:

2
X7 = Eln‘l + yz‘ +C | je opste reSenje ove diferencijalne jednacine.

2. Redi diferencijalnu jednaéinu: x’= 3y’y’

ReSenje:
e 3yzg‘
x’= 3y2& sve pomnozimo sa dx (dx# 0)
x2dx = 3y*dy diferencijalna jednacina koja razdvaja promenljive!

Ixzdx = j3y2dy oba su tabli¢na

3 3
X—:3y—+c
3 3

3
X . v -
3 y’ +¢ ovo je opSte reSenje

2X+Yy

3. Redi diferencijalnu jednadinu: y'= 5
X

ReSenje:

L 2X+y
y= 2X



www.matematiranje.com

x(2+7Y)
‘_ X
Y 2X
2+X
y'= 5 ovo je homogena d.j.
Uzimamo smenu : Y I Y=IX=>Y=IX+12Z
X
. 2+12
I'X+z="——
2

. 2+1
I'X = -z

2

. 2+2-212
I'X=———
2

X =

ovo je diferencijalna jednacina koja razdvaja promenljive Z‘Z%
X
dz = 2-z
—X
dx 2
dz 1 dx

2—7 2 X
dz 1 dx

2—-12 2 X

— 1n|2 - Z| = %ln|x| +1Inc trik je da kada su sva resenja po In da se doda Inc umesto c

2~ 2" = Infx(? + Inc
1n|2 — Z|_1 = 1n|X|%C antilogaritmujemo
p-of' = e

1 .
—=4/xc vratimo smenu Y z

2-12 X
1
— =./xc ove je opSte reSenje, ako zahteva vas profesor odavde izrazite y
Y
X
4. Resi diferencijalnu jednadinu:  xy’dy = (x° + y’)dx

ReSenje: xy’dy = (x> + y)dx
ﬂ B X3 + y3
dx  xy?

gore izvlagimo x°
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3

x> (1+ y—3)
y=———
Xy’
y3
x*(1+5)
y'= —2X spustimo x” dole ispod y*
y
3
a+7)
y= X
¥
X2
1+
y'=—%  jasno je da je ovo homogena d.j.

oy
X

Uzimamo smenu : Y I=>Y=IX=>Y=IX+12

X

. 1+2°
I'X+1=—5
z
W 147
Z'x = o
o 14277
zx—z—2
. 1 . .. . dz
Z’X=— razdvaja promenljive z'=—
z dx
dz 1
_X:_2
dx z
dx
2°dz =—
X
dx
[zzdz:j —
X

y

z . .
3 = 1n| X| +C vratimosmenu —=2Z paje
X

5. Resi diferencijalnu jednadinu: xy' - x> +2y =0

ReSenje: xy' - x> +2y =0

opste reSenje
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xy' +2y=x sve podelimosax (x#0)
2 o . 2 .
y+—y =X ovojelinearna d.. p(x)=— 1 qX)=x
X X

Opste reSenje ove d.j. dato je formulom y= e*f p(X)dx

(c+] q0el " dx)

Nadimo prvo resenje integrala I p(x)dx

[ PO0dx= [2dx=2 Injx|=In]x|’
X

X4

[pooax o ~ Xt
jq(x)e P dx_J'xe dx_.[xxzdx _.[x3dx_ 7

X

y= g TP (c +.|.q(x)efp(x)dxdx)=e‘l“xz [c+=]=—
47 X

4
[c+ XT] dakle:

1

1 X . . .
y=—lc+ T] je opste resenje.
X

6. Resi diferencijalnu jednadinu: y' -2xy = (x — x°) ¥

ReSenje: y' -2xy=(x— x)ex ovo je linearna d.j. p(x)=-2x i q(X)=(x— x)eX

Nadimo prvo resenje integrala I p(x)dx
2

- _ X
J Oodx= [(-2x)dx = 2] xdx = -2

= —X2

2 4

x% . —x? X X

p(x)dx

Jaoe!

Sada je konacno resenje :

2 x* x*
dx)=e*[c+——"—
) [ 2 4]

p(x)dx

y= e Jr00 (c+ Iq(x)eI

2 x> x*
=e[c+——"—
y [ > 4]
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7 . ReSi diferencijalnu jednacinu:

y cos’x = tg x —y inadiono partikularno reSenje koje zadovoljava
uslove : x=0 iy=0

ReSenje: Najpre ¢emo resiti datu diferencijalnu jednacinu a zatim naci vrednost konstante za date uslove.

y cos’x =tgx—y

y cos’x +y=tgx sve podelimo sa cos’x

S tgx - ,
y t———-Y="—"73 ovo je linearna d.j.
cos’ X cos” X
1 tgx
P(X) = ——— e q(x) = 92
cos’ X cos X

Nadimo, kao i obi¢no, prvo reSavamo integral J- p(x)dx

j p(x)dx= J.ws%xdx =tg x

J.p(x)dxd _ th thd _ lth =t _ td _ iial . G
Iq(x)e x= |5 e%dx= dx — dt _jte t = parcijalna......integracija =
cos? X

t=u e'dt=dv
dt=du e'=v

=te' —e' =tgxe® —e¥

—j p(x)dx

y=¢€ (c+ Iq(x)ej p(X)dXdX) = e %[c +tgxe” —e'"%]

y=e ¥c+tgx—1 opste resenje

Menjamo ovde x=0 1y=0

0=e"’c+tg0—1
0=c-1

c=1 sad ovo vratimo u opste reSenje y=e ¥1+tgx—1= e +tgx -1

8. Resi diferencijalnu jednadinu:  xy'-2x>,/y = 4y

Relenje:  xy'—2x>,[y = 4y
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xy'—4y =2x>\[y
1

xy'—4y =2xy?

1

y——y=2X y5 ovo je Bernulijevad.j. zakojuje n= %
X

1 1

y‘_i y = 2X yE sve podelimo sa y 2
X

Vratimo se u jednacinu:

- =2X

4
X

\<m~|'"<,
\<~\-|\<

2u‘—iu =2X sve podelimo sa 2
X

L2 . .
U——u=X ovoje linearna d.j. pou
X

e—J‘ p(x)dx

u(x) = (c+] a(x)el "% dx)

j p(x)dx = j(—g)dx =—2Inx =In|x” = 1ni2
X X

jq(x)ejp(X)dde _ J‘Xelnx’2 dx = '[Xx_lzdx _ J%dx _ 1n|X|

u(x) = e_I oo (C+ J. Q(X)ej PO dx) = e™[c+ 1n|x|]
u(x) = x°[c+ ln|x|] reSenje linearne po u, vratimo smenu: \/V =u

\/V = x’[c+ 1n|X|] kvadriramo

y=x‘[c+In[X]* opste redenje

pa je smena:

y =u
1

y? =u
—
—v2vy=yu
2)’ y
lezu‘
yE
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9. Odredi ono refenje diferencijalne jednaéine (x* + y> + 2x)dx +2ydy = 0 koje zadovoljava pocetni uslov
y(0)=1

ResSenje: Najpre cemo resiti datu diferencijalnu jednacinu a zatim naci vrednost konstante za dati uslov.

(x> +y? +2x)dx+2ydy =0 podelimo sve sa dx

X> +y> +2X+2yy=0 podelimo sve sa 2y

x> +2x 1 .
+=y+y=0
2y 2
2
y‘+%y: X ;2)( y~ ovo je Bernulijevad.j. zakojuje n=-1

smenaje: Yy~ =U

2yy=u
1 X +2X .
y+5y: 5 Yy~ sve pomnozimo sa 2y

2yy+y? = X7 +2X
U+u=x>+2x ovo je linearna po u

u(x) = g Jrue (c+ Iq(x)ejp(x)dxdx)

j p(x)dx=J'1dx =X



www.matematiranje.com
x> +x=u  e’dx=dv

2x+Dhdx=du e*=v

Iq(x)ejp(x)dxdx = J'(x2 +Xx)e*dx =

2X+1=u e’dx=dv
2dx = du e¥ =v

e (x> +X) —[eX(2x + 1) —jzede]

e*(x* +x)—IeX(2x+1)dx =

e (X’ +X)—e*(2x+1)+2e* =

e (X*+Xx—2x—-1+2)=

e (X* —=x+1)

u(x) = e_jp(x)dX (c+ Iq(x)ejp(x)dxdx)

u(x)= e *[c+e’ (X’ —x+D)]=ec+ x> —x+1

u(x) = e *c+x>—x+1 vratimo smenu

y'=e*c+x?—x+1 ievo ga opste refenje|. Stavimox=0 i y=1

1 =c+ 1, paje odavde ¢ = 0 i partikularno reSenje je :

v = x? —x+1

10. Resi diferencijalnu jednadinu:  (2xy +3y>)dx +(x* +6xy —3y*)dy =0

ReSenje: Proverimo da li je ovo jednacCina sa totalnim diferencijalom:
P(x,y)=2xy+3y’
Q(x.y) =X + bxy - 3y?

E=2x+6y 1 @:2x+6y
oy OX

Posto je » = Q , 0vo jeste d.j.sa totalnim diferencijalom.
X

Resavamo je preko formule : C= j P(x,y)dx + I[Q - %J P(x, y)dx]dy

2
IP(X, y)dx =I(2xy+3y2)dx = 2y%+ 3y*x = yx* +3y°x
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%(yx2 +3y°X) = X* + 6xy

c=yx’ +3y2x+j[x2 +6xy —3y° —x* —6xy]dy

c=yx> +3y°x+ I[—3y2]dy

c=yx>+3y’x—y’ je opste redenje

11. Resi diferencijalnu jednacinu: (3x + 2y + y*)dXx+ (X +4xy +5y*)dy = 0 znajuéi da je njen integracioni
faktor oblika A = A(x+ y?).Odrediti zatim onu integralnu krivu koja prolazi kroz ta¢ku M(-2,1)

ReSenje:

Ako je u(x,y)=u (W(x,y)) (pogledaj teoretski deo) onda je :

0Q oP

Id—ﬂ = IMdW upotrebljavamo ovu formulu da nadjemo integracioni faktor
7 oW ow

Pa—Q&

(BXx+2y+ y*)dx+ (X +4xy +5y*)dy = 0 odavde je

oP ow ow
P(x,y)= 3X+2y +y> =242 =x+y? —=1 —==2
(x,y) y+y & y wW=Xty x Y y
Q(x,y)= X +4xy+5y> —(2Q =1+4y

X
J'd_,u_J- 1+4y-2-2y

1 GX+2Y+ Y32y — (X +4xy +5y?)

du 2y -1
I_:.[z _ 3 _ ZdW
7 Xy —X+2y’ -y

#oTXQ2y-DH+y (2y-1)
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g2
uo T2y - 1)(X+y)

[
pooT(x+y?)
In g2 =In(x+y”) +In ¢ , pa je In g =In(x+y’)c tojest zac=1 u=x+y

Dakle ,traZeni integracioni faktor je z= x+y” kojim mnozimo celu jednadinu

(X+YH)BX+2y + yH)dX + (X + Y2 (X +4xy + 5y*)dy = 0
GBXZ +2xy + Xy +3xy> + 2y + yHdx + (X> +4X7y +5xy> + xy* +4xy’ +5yH)dy =0
(BX7 +2xy +4xy” +2y° + yH)dx + (x> +4x>y +6xy> +4xy’ +5y*)dy =0

@=2x+8xy+6y2+4y3 @:2x+8xy+6y2+4y3
oy X

0
C= [P(x,y)dx+[[Q —5J P(x, y)dx]dy
3 2 2
IP(X y)dx_J' Bx +2xy +4xy”> +2y° + y*)dx = 3?+2y—+4y 2y x+ y*x

3 2
%(3—+2y—+4y 12y + yix) =x*+4x? y+6xy +4xy
C= x> + x>y +2y*x> +2y°x + y*x +_[ [(X* +4X7y +6xy +4xy° +5y*)-( X*+H4x’y+6xy*+4xy’)|dy

C=xX>+ Xy +2y°X* +2y°x + y4x+j5y4dy

C=x>+ x>y +2y°x> +2y°x+ y*x+y’ ovo je opste resenje

Integralna kriva koja prolazi kroz tacku M(-2,1) je :

C=-8+4+4-4-2+1=-5paje X +X’y+2y°X> +2y’x+y*x+y’ =-5

3y® —2xy?

ako se zna da je integracioni faktor u funkciji od y
7 -3xy?

12. Resi diferencijalnu jednacinu: y'=

ReSenje:

10
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L 3y? —2xy?
C7-3xy?
dy 3y’ -2xy’
dx  7-3xy?

(7-3xy*)dy = 3y’ —2xy?)dx
(7-3xy*)dy — 3y’ —2xy*)dx =0
(2xy? =3y*)dx + (7 -3xy*)dy =0

E:4xy—9y2 @:—3y

Kako je integracioni faktor u funkciji od y to ¢emo koristiti formulu:

1 (Xy)=u(y)

du aQ P
[ fLE Py
[ L3y —anyroyay

poTyH(2x=3y)

du 2
jﬂ jy F X3 )( 4xy + 6y~ )dy

deg ¢ 1 B
Iﬂ jy Fox_3 )2y(3y 2x)dy

[ 2o
U y
ln|,u| = —21n|y| +Inc 1n|,u| = 1n|y|_2 +1Inczac=1 je

1 . o
M =— ftrazeni integracioni faktor

y

11
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1 2 3 1 2
—(2xy* =3y’ )dx +—(7-3xy")dy =0
y y
(2x=3y)dx + (% -3x)dy =0

®_, xQ_
oy OX

-3
[POGy)dx =] (2x = 3y)dx =x* - 3yx

%(x2—3yx)=-3x

C= [P(x,y)dx+[[Q —%j P(x, y)dx]dy
C=x>-3xy + j(lz—3x+3x)dy
y

C=x%-3xy+ I(%)dy

C =x>-3xy 7 ovo je opSte reSenje
y

13. ReSiti diferencijalnu jednacinu: y* =In(xy" - y)

dy

Resenje: Uvodimo smenu y'=p — = p = dy = pdx

dx
y =Inxy" -y)
p=In(xp-y) odavde izrazimoy

e=xp-y
y=px-¢e’ diferenciramo

_paP _ b
dyzﬁ(Xp e )dx+5(><p e )dp
OX 0

12
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dy = pdx +(x—e®)dp
pdx = pdx +(x—eP)dp

(x—eP)dp=0
'[(x—e”)dp:O
xp—ef+c=0

ef —c
X =

p
y=xp-e’

e’ —c o
y= p-¢€
y=-C
‘- e’ —c

p opste reSenje u parametarskom obliku
y=-C

14. Resiti diferencijalnu jednacdinu: y'+y = xy*
ReSenje:

I ovde ¢emo kao i u prethodnom primeru upotrebiti metod parametra y'=p

y+y =xy”
p+y=xp’
y=xp’-p

diferenciramo
dy = p*dx+(2px—1)dp
pdx = p*dx + (2 px —1)dp

(p-p*)dx=(2px—1)dp sve podelimo sa dp

(p—p2>j—x=(2px—1)
p

(p-pH)xX=(2px-1)

ﬂ:p:dyzpdx
dx

13
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(p-p*)X—2px=-1 pomnozimo sa -1
p(p—-Dx+2px=1 sve podelimo sap(p— 1)

. 2p 1
X'+ X =
p(p=1)  p(p-D)

. 2 1
X'+ X =
(p-1 p(p—1)

ovo je linearna d.j. po X, x=x(p)

ReSavamo je upotrebom poznate formule:

x(py= e 7"+ [a(pe ™ *dp) i dobijemo:
x(p) = ( ! 2 [C+p— ln| p| ] ovo resenje zamenimou y =xp’-p
p —
¥(p)= ——[c+ p-Inlp|p* p
(p=1°

I ovo je opste reSenje u parametarskom obliku.

14. Pokazati da diferencijalna jednacina (x* + X)y'+y’ +(1-2X)y —2x =0 ima partikularno reSenje y, = a
gde je a konstanta koju treba odrediti. Naéi njeno opSte resenje.

ReSenje:
(X* +X)y+y> +(1-2X)y—2x=0 imajedno reenje y, =a = Yy,=0 zamenimo u d.j.

0+a’+(1-2x)a-2x=0
a’+a-2ax-2x=0
x(—2a-2)+(@*+a)=0

Odavde morabiti: -2a-2=0 i a*+a=0
2a=2 a(a+1)=0

a=-1 a=0 ilia=-1

14
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Dakle,zaklju¢ujemo da je a=-1 paje jedno reSenje Yy, =-1

Ovo je Rikatijeva diferencijalna jedna¢ina , oblika je y' =P(x) y*> + Q(x)y + R(x)

Ako je poznato jedno partikularno resenje y;(x) , onda uzimamo smenu y(x) = yl(x)+% 1 posle sredjivanja
Z(X
dobijamo linearnu d.j.
2

1 . 1 .
yX) =yix)t—— paje y=-l+—=y=-—
Z(X) y Z

(X>+X)Yy+y> +(1-2X)y—-2x=0

(X? +X)(——=)+ Ao -20@ —1)=2x=0 sredimo...
Z z YA

C2x+1 1 — .
7+—; 1=—; ovo je linearna d.j. po z
X“ + X X“ + X

200 = e 1" (c+ [q0oe! " ax)
2x+1 X2 +x=t dt
Ip(x)d _J' x (2x+1)dx W=t = Inft| = ln‘x +x‘

J'q(x)ejp(x)dx X:J- 21 eln‘x+x‘dX:X paje

X"+ X
C+X .
Z2(X) =— vratimo smenu
X" +X
1 C+X . X!—c
— == aodavdeje | y= opSte reSenje
y+1 X°+X X+C

15. Data je diferencijalna jednaéina xy'=y’ — (2x+1)y + x> + 2X

Odrediti realne brojeve a i b tako da je y = ax+ b partikularno reSenje date jednacine a zatim naéi njeno
opSte reSenje.

ReSenje:
15
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y =ax+b = y'=a zamenimo u datu dj.
Xy'=y> —(2x+1)y+x* +2x

xa=(ax+b)’> —(2x+1)(ax+b)+ x> +2x

0=a’x> +2abx+b’ —2ax> —2bx —ax—b+ x> +2x — ax

“spakujemo” uz x°, pa uz x, pa slobodne &lanove

x*(a* —2a+1)+x(2ab-2b—-2a+2)+b> —b =0 odavde mora biti:
a*-2a+1=0 i 2ab-2b-2a+2=0 i b’-b=0

(a-1)’=0 (2b-2)(a-1) =0 b(b—1)=0

a=1 a=1 1l b=1 b=0 ili b=1

Na ovaj na¢in smo dobili dva moguca partikularna reSenja: y=x 1 y=x+1

Mi ¢emo naravno odabrati lakSe, odnosno y =x  za drugi deo zadatka.

Xy'=y’ —(2x+1)y + x> + 2X ovo je Rikatijeva diferencijalna jednac¢ina, smena je:

y(x) = Yl(X)JFL paje y=X +l =>Yy= l—z—2 zamenimo u d.j.
Z(X) Z Z
Xy'=y> —(2x+1)y+ x> +2x

x(1-2) = (x+ 12 —@x4 D(x+ D)+ % +2x sredimo....
Z z z

1 1 L
Z'——2 =—— ovo je linearna po z
X X

z(x) = efI Poo% (c+ '[ q(x)eI p(X)dxdx) sredimo....

: 1 1 1
z(x) =xct+l vratimosmenu Yy=X+—=>—=yY-X=>17=
z  z y—X

16
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y =X+

je opste resenje

16. Regiti diferencijalnu jednainu: x>y'=x’y* +xy +1
ReSenje:

x*y'=x>y> +xy+1 sve podelimo sa x*

y=y> + % y+ X_12 ovo je Rikatijeva diferencijalna jedna¢ina y' = P(x) y> + Q(x)y + R(x)

Uvodimo smenu z=yx gde je z=z(x) (pogledaj teorijske napomene...)
o L=y
I=YX=>7Z=yX+y=>y=—=
X
2, ] 1
y=y +-yVy+—+
X X
b A (E)2 LN Lz sve pomnozimo sa x>
X X XX X

X(2-y)=2>+7+1

Xz2'-xy =2> +z+1 zamenimo dajeyx =z

x2'-z=2>+z+1

Xz2'=2"+2z+1 ov je d.j koja razdvaja promenljive z' = %
X

dz ) ) dz dx . )
X—=2"4+2z+1 paje - =— integralimo...
dx (z+1) X

1 : N o
-——= 1n|x| +C vratimo smenu z=Xxy 1idobijamo opSte reSenje:

z+1

- =In|x|+¢
yx+1

17



