1. Resiti diferencijalnu jednacinu

ReSenje:
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y =X+ sinx
p =X+ sinx

dp
X

= x+sinx

dp = (xtsinx)dx

jdp = j(x + sin X)dx

p=——CcosX+C,

X
y = ——COoSX+C,

dy x?
——=——C0SX+C,
dx 2

2

y =X+ sinx

uzec¢emo smenu y =p, odakle jey '=p’

ovo je d.j. koja razdvaja promenljive

dodali smo konstantu c; jer smo resili jedan integral

dy=(X7—cosX+Cl)dx

1 .. : .
Idy = J. (EX2 —cosX+C,)dx svaki integral na desnoj strani reSavamo posebno

1 x°

y=5?—sinx+clx+c2

3

X
y =——sinX+C X+C,

dodamo konstantu ¢,

ovo je opsti integral

2. Nadi opstiintegral jednacine y -+ 2yy =0

ReSenje

y\\+ 2yy\3:0

pp+2yp =0

p(p'+ 2yp’) =0

uzecemo smenu y = p , odakle je y''= p'p ,(pogledaj teorijske napomene)
izvu¢emo p kao zajednicki

odavdeje p=0 ili p+2yp°=0

Za p= 0 odmah dobijamo reSenje y' =0 to jest y = c (konstanta)

p'+ 2yp2 =0
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dp >

S

dy yp

dp =-2ydy d.j. koja razdvaja promenljive, integralimo

2

p=— vratimo y =p

dy 1
dx y’—c

(y* — endy = dx

3
y? —C,y=X+C, opstiintegral

3
Dakle, reSenjasu: y=c i y?— C,y=X+¢C,

3. Nadi opsti integral jednacina:
a) y -3y +2y=0
b) y'-2y+y=0
¢) y -2y +2y=0
d) ylV S5y +dy=0

ReSenje:

PAZI : U KARAKTERISTICNOJ JEDNACINI NEKO UZIMA KAO SMENU p, NEKO r, A NEKO /.
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VI RADITE ONAKO KAKO RADI VAS PROFESOR!( u sustini je sve jedno)

a) y -3y +2y=0  najpre reSimo karakteristicnu jednacinu( pogledaj teoriju)

p’ -3p+2=0
3+1
pl,2=T:> P, =2,p2=1

y=c,e” +c,e*

b) y ' -2y+y=0 najpre reSimo karakteristicnu jednac¢inu

p’ -2p+1=0
240
p1,2=7:> p,=1p, =1

X X
y=c,e* +c,xe

c) y -2y 2y=0
p’ -2p+2=0

+2i +i
P, :2_22I :2(12_I):> p,=1+i,p,=1-Ii

y=c,e‘cosXx+C,esinX (opetpogledaj teorijske napomene)

d Y-Sy +4y=0

p'=5p*+4=0 ( ovo je bikvadratna jedna¢ina) p’=t je smena

£ -5t +4=0
5+3 .
2 :T =t, =4,t, =1 vratimo smenu p2=t

p=4 ili p=1, paje pi=2, pr=-2, p==1, ps=-1

X =X 2X -2X
y=ce" +c,e ¥ +c.e’”* +c,e



www.matematiranje.com
4. Naci opsti integral jednacine : yloy=x*+1

ReSenje:

Najpre nademo resenje odgovarajuée homogene jednacine!
y -y=0
p’—1=0

0+2
Pi> :T: P, =1, P, =-1

X =X
Yy =Ce* +cye

Dalje mozemo birati dva puta: metodu neodredenih koeficijenata ili metodu varijacije konstanti.

Ovde bi bilo dobro da se podsetite teorije, da bi izabrali laksi put.....
Mi ¢emo koristiti metodu neodredenih koeficijenata u ovom slucaju.

Y=ax’+bx+c gde sua,b,c traZeni koeficijenti

Y =2ax+b
Y =2a
Ovo zamenimo u datu d.j. yloy=x'+1

2a—(ax*+bx+c)=x"+1
2a—ax’-bx-c=x"+1

2 _ 2
-ax"-bx +(2a-c)=x"+1

Sad vr§imo uporedivanje koeficijenata, uz x*, pa uz x, pa slobodne ¢lanove

-a=1
-b=0 Odavdejea=-1, b=0 i c¢=-3,patozamenimou Y=ax*+bx+c
2a—c=1

2 . y . e
Y =-x"-3 pa ¢e konacno reSenje biti :

y=yutY  tojest y =ce*+c,e—x*-3

i dobijemo:
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5. Rediti diferencijalnu jednacinu : y '-y'= o
+€
ReSenje:

Nademo resenje odgovaraju¢e homogene jednacine.

y -y=0
p’~p=0
1+1
Pis :T: p,=0,p, =1
Znaci da je reSenje homogene d.j. Yy =C, +C,e"

Dalje ¢emo nastaviti metodom varijacije konstanata ( pogledaj malo teoriju)

ci=ci(x) 1 cy=cy(x) postavimo sistem:
c,+c,e* =0
Oc',+c',e* = - Iz druge jednacine izrazimo ¢,
l1+e
integralimo

C2: X X
e"(l1+e")

C, = J.;dx U ovom integralu ¢emo kao trik dodati i gore i dole e*
o Jexa+en)

X X eX :t .

I ! dXZI le dx = J.%dx uzimamo smenu paje

e*(l+e") e’e*(1+e%) e*(1+e%) e*dx = dt

e dt .. : : .

j 5 dx :J 5 ovaj integral radimo kao racionalnu funkciju!

e*(1+e") t°(1+1)

1 A B C

2 =oto T

ta+t)y t t° 1+t

1= At(t+1) + B(t+1) +C
1 =At*+At+Bt+B+ Ct* sad grupiSemo ¢lanove
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1 =t*(A+C) + t(A +B) +B ovde uporedjujemo i pravimo sistem

A+C=0
A+B=0
B=1 odavdeje A=-1 1 C=1
Vratimo se :

1 A B C -1 1 1
5 :_+_2+ :—+—2+
td+t) t ot I+t) t t (1+1)

j - at zj (_—1+i2+;)dt=—ln|t|-l+1n|t+1| vratimo smenu t = ¢*
t°(1+1) t t (1+1) t

= —Ine* -LX +In(e*+1)
<]

-X- LX + In(e*+1) +d, (d;je konstanta)
e

Dakle , dobili smo cy(x) = - x - LX + In(e*+1) + d,
€

Sad da nadjemo c¢;=c(x)

c,+c,e* =0

1 : .
=— — integralimo
l+e

1 1
K :J S dX:_J. 1+e” dx

Sli¢no kao malopre i gore i dole dodamo €* i uzimamo istu smenu e¢*=t i dobijamo

c1(x)= In(1+e") — x +d;

Dakle, dobili smo :
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c1(x)= In(1+e") — x +d;

1 . .
(x)=-x- — + In(e™+1) +d; Ovo vratimo u homogeno reSenje:
€

X
Yy =C, +C,e

y = In(1+€e*) — x +d; +(- x - ix + In(e™+1) + dy)e*
e

y = In(1+e*) —x +d; —xe" — 1 +e” In(e"+1) +d, e

y =d;+d; e'- x- xe* — 1 + In(1+e") +e* In(e*+1) ovo je opSte reSenje (integral)

6. Rediti diferencijalnu jednacinu : y** - 2y’ +2y = e" sinx

ReSenje:
y -2y 2y =0
p’-2p+2=0
12 = 2J_;2l = 2(1;0 = p, =1+i,p, =1-i
Y, =C,e*cosX+C,e"sinX
Variramo konstante: ¢;=c;(x) 1 cr=cy(X)

c',e*cosx+c,e*sinx=0 Pazi e* cosX Ae“sinX mora kao izvod proizvoda!

c',(e* cosx—e*sinX)+cC,(e*sin X+ e cosX) = sin X

c,cosXx+cC,sinX=0 sve smo podelili sa ¢*
C’,(cos X —sin X) +C, (sin X + cos X) = sin X

. COSX N . : . L
C,=—C'|— izrazili smo c’, ito zamenimo u drugu jednacinu
sin X
. : . COSX . : e . D
C',(cos X —sin X) —C',——(sin X + cos X) = sin X sredimo i izrazimo C',, to je ideja!
sin X
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2

. . . cos .
€', (cosX—sinX) —C’ (cos X + ——) =sin X
sin X
. . cos’ X, .
C',(cos X —sin X — cos X ————) =sin X
sin X
C cos’ X, . .. :
C',(-sinX————) =sinX SVe pomnozimo sa - sin X
sin X
\ .2 2 _ .2 . v . .2 2 _
C',(sin” X+cos” X) =—sin” X pazi, vazi da je sin” X+cos” X =1
. . . . . . . I—cos2x 1
C',=—sin’ X integralimo i iskoristimo sin’ X = I = E(l —C0s2X)
1 1 l .
C, = —j—(l—cosZX)dX =—-—(X—=sin2Xx)+d,
2 2 2
1 1 . . .
C, =——X+—sin2x+d, nadimo sada i c;
2 4
vazidaje :
. . COSX . | . : . .. 2. COSX .
c,=—C,— i C,=-sin"X paje C,=sin" X—— =sinXcosX
sin X sin X
C’,=sin Xcos X integralimo
. sinX =t t>  sin’ X
cr= J.sm Xcos XdX = = J.tdt =—= +d, dakle
cos xdx = dt 2 2
)
sin” X
2 = +d,
2
. 1.1, . sin” X .
Vratimo ¢, =——X+—sin2x+d, i ¢, = +d, u vy, =ce‘cosx+c,e*sinx
2 4 2
| sin” X . y .
y = (—5X+Zs1n2x+dl)excosx+( +d,) e*sinx konacno resenje

MozZete sve da pomnozite a moze da ostane i ovako , kako kaze Vas profa.

7. Odrediti partikularno reSenje diferencijalne jednacine :

xzy“-xy‘ +y = 2x
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koje zadovoljava pocetne uslove y(1)=0iy (1)=1

ReSenje:

Ovo je Ojlerova jednacina (pogledaj malo teorijske napomene)

Uvodimo smenu x=e' , odavde je: y‘=y—tt; y = Yi ;yt H
e e
2. A N _
Xy -xy 'ty = 2x
et yt—;y‘ — ¢! y—I‘ +y, =2¢'"  skratimo...
e e

Yo =Y~ Y+ Y, =2€

y, —2Y, +Y, =2e' ovo je nehomogena linearna d.j.

Yo —2Y +Y, =0
2 _
p°-2p+1=0
240
P> :Tj P, =1,p2 =1

y,(H)=c,e' +c,te' sada variramo konstante...
Lt N t
c,e +c,te =0
c,e' +c,(e' +te')=2e" obe jednacine podelimo sa €'

c,+c,t=0
c,+c,(1+t)=2

c,=-C,t izrazili smo jednu nepoznatu i zamenimo u drugu jednacinu
—cL,t+c,(1+t)=2

c,=2 integralimo
¢, = [2dt =2t +d,

C, =2t +d, nasli smo jedno resenje
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c,=-C,t=-2t integralimo

2
C, :—2jtdt:—2%+dl = —t2 +d,

¢, =—t*+d, nasli smo drugo resenje

Vratimo se u homogeno resenje:

y,(H)=ce' +c,te'

yi= (-t* +d,)e' + (2t +d,) te' pomnozimo i sredimo..

y, =d,e' +d,te' +t’e' ovo je konagno resenje po t, vratimo smenu x=e' , to jest t=Inx

y=d,x+d,xInx+xIn>X  ovo je kona&no resenje po x

Nadimo sada trazeno partikularno resenje:(prvo izvod resenja)

y=d,x+d,xInXx+ XIn* X ovde menjamo y(1)=0
y=d, +d,(Inx+1)+In* x+2Inx  ovde menjamo y (1)=1

0=d,1+d,1In1+1In"1 (pazi In1=0)
l1=d, +d,(In1+1)+1In’1+2Inl

0=d,1=d, =0
l1=d,+d, =d, =1 vratimo konstante u resenje:

y =0x+1xInx+ xIn* x

y =xInX+ XxIn® X ovo je trazeno partikularno recenje

8. Resiti diferencijalnu jednadinu: (x—1)y"-2(x-1)y" +2y=(x-1)

ReSenje: Ovo je takode Ojlerova jednacina, smenaje x —1=e', pa je y‘=%; y

x-1)Yy"-2(x- 1y +2y=(x—1)

AR N
AR y’[ _yt
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et Yi ;yt _2ety_tt+2yt — et
e e

Yo =Y =2y, +2y, =e”
Yy, =3y, +2Yy, =e*" prvo reSavamo odgovarajuéu homogenu jedna¢inu:
Yo =3y, +2y, =0
2 —
p”-3p+2=0

3+1
Pi. :T: P, =2, P, =1

y,(H)=ce'+c,e”  variramo konstante c;=c(t) i co=co(t)
c,e'+c,e’ =0 sve podelimo sa €'

c,e'+2c,e” =e™

c,+c,e' =0 pomnoZimo ovu jednacinu sa -1

¢, +2c,e' =e'

N ~ Lt
—c,—c,e' =0
¢, +2¢,e' =g

tat

ce' =¢'

=e
c, =1 integralimo

C, = J.ldt paje C, =t+d, jedno resenje

c,+c,e' =0

¢,=-c,e' paje c,=-e' ikadintegralimo ¢, =—€'+d,

Nasli smo dakle vrednosti: ¢, =t+d, i ¢, =—€'+d, koje éemo vratiti u homogeno resenje:
y,(H)=ce' +c,e”

y= (€' +d,)e'+(t+d,)e”

yi=- "+ die'+ te'+ dye™
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2t

y, =d,e' +d,e” +te* ovo je reSenje po t, vratimo smenu x— 1 =e' to jest t=In(x-1)

y =d,(x=1)+d,(x=1)*> +(x=1)" In(x—1) = (X =1)* ovo je opste resenje
9. Regiti diferencijalnu jednadinu : xy ' -(x+1)y'+y = 0 ako je poznato jedno partikularno resenje y;=e*

ReSenje:

xy -(x+1)y'+y=0 podelimo sve sa x
y ——Y + y 0

Da vas podsetimo malo teorije:

JEDNACINA OBLIKA y '+ a(x)y'+b(x)y=f(x)

Posmatramo odgovaraju¢u homogenu jednacinu : y '+ a(x)y +b(x)y=0
Ako je poznato jedno partikularno resenje y;(x) ove jednacine onda je drugo resenje:

—Ia(x)dx
V2(X)= yi1(X) jﬁdx , pa je reSenje homogene jednacine y(x)=c; yi(x)+c; y2(X)
1

Nadalje variramo konstante da bi nasli reSenje odgovarajuce pocetne nehomogene jednacine.

Mi imamo homogenu jednacinu, pa ne moramo da variramo konstante!

a(X)= —T i b(X) =

< | —

e—J.a(x)dx
y2(x)= y1(x) [ =—5—dx
y," (%)

—'[a(x)dx j—d _I(§+§)dx: X+ Inx

x+1n X x Inx

ya(x)= ej—dx ej_dx ej—dx_ X=u e’dx=dv

=e*(—xe " —e ) =—x-1
dx=du -e ( )

Y(X) = ¢1y1(x) + c2y2(x)

12



www.matematiranje.com

y(x) =cie" +c2(-x-1) je konaéno resenje

13



