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VEKTORI U RAVNI

Najjednostavnije receno, vektori su usmerene duZzi.
Osnovne karakteristike vektora su :

- pravac

- smer

- intenzitet

- pocetak i kraj vektora

Pravac vektora je prava na kojoj se on nalazi ali i sve prave paralelne sa njom, Sto vektoru dozvoljava da “skace”
sa jedne na drugu paralelnu pravu.
Smer vektora se zadaje strelicom.

Intenzitet vektora je njegova duZina i najcesce se obelezava sa ‘a‘
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A je pocetak a B je kraj vektora . Obelezava se AB=a

Kako se vektor zadaje?
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a=a,i+a,] ilijednostavnije a=(a;,a,) a  intenzitet je ‘a‘a/af +a;

i 1 J sujedini¢ni vektori (ortovi) koji sluze za izrazavanje drugih vektora.

i=1

i=(1,0) 1 intenzitet ovog vektora je
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7=(0,1) i takodje je m=1

Kako izraziti vektor ako su date koordinate njegovog pocetka i kraja?

- a >
A(X.Y) B(%.%)

a:(Xz—Xl, y2-y1) 1 njegov intenzitet je onda ‘5‘ = \/(X2 -x)+(Y,—-Y,)’

Sabiranje i oduzimanje vektora

Za sabiranje 1 oduzimanje vektora imamo dva pravila:

1) Pravilo paralelograma

Dva data vektora dovedemo na zajednicki pocetak paralelnim pomeranjem.Nad njima kao stranicama oformimo

paralelogram. Dijagonala paralelograma je njihov zbir (ona dijagonala koja polazi iz sastava ta dva vektora).
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2) Pravilo poligona (nadovezivanja)

Na kraj prvog vektora paralelnim pomeranjem dovedemo pocetak drugog, na kraj drugog dovedemo pocetak treceg
vektora......

Rezultanta (njihov zbir) je vektor koji spaja pocetak prvog i kraj zadnjeg vektora.
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Evo to na slici:
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Nas predlog je da uvek upotrebljavate pravilo nadovezivanja.

Svaki vektor ima svoj suprotan vektor, koji ima isti pravac i intenzitet ali suprotan smer sa pocetnim vektorom.
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—a+a=0 i a+(-a)=0
Nula vektor 0 je onaj €iji se pocetak i kraj poklapaju.

Kako oduzeti dva vektora?

Recimo da su dati vektori @ i b,.Postupak je sli¢an kao kod sabiranja vektora(pravilo nadovezivanja) samo $to

umesto vektora +b na kraj prvog nanosimo - b .
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Primer:

1) Date su duzi AC i BD. Tac¢ke E i F su sredine ove dve duzi. Dokazati da je : AB+CD =2EF

Naravno da je ovde najbitnije nacrtati sliku 1 sa nje uraditi zadatak!
D

Sad spojimo tacke koje formiraju vektore.

Ideja je da se vektor EF izrazi na obe strane pa se te jednakosti saberu!

_— — —

EF = EA+ AB + BF +
EF = EC+CD+DF

2EF = AB+CD jer su vektori EA 1 EC suprotni , pa se skrate a takode su suprotni i vektori BF DF pa se i oni
skrate.
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Racunski sabiranje i oduzimanje vektora ide vrlo lako:

Ako je a= ali + azi to jest a=(a1,a2) i b= bli + bzi , to jest 6=(b1,b2)
a+b=(aj,a) + (b1,by)= (ar+by,artby)

a- B:(al,az) - (b1,b2)= (ai-by,az-by)

Dakle, radimo tako §to saberemo (oduzmemo) koordinatu sa koordinatom.

MnoZenje vektora skalarom (brojem)

Proizvod skalara k i vektora a je vektor ka (il a k) koji ima isti pravac kao vektor a , intenzitet ‘ka‘ = |k”a‘ 1 smer:

 isti kao vektor a ako je k>0

- suprotan od vektora a ako je k<0

Primer: Dat je vektor a,nadji: 2a 1 -3a
Resenje:
-
a
28
= <t ———<
-3a

—

Svaki vektor a se moZe predstaviti u obliku a= ‘a

—_—

a, ,gdeje a,jedini¢ni vektor vektora a.

Linearna zavisnost vektora

Ako su kj.ko,....k, realni brojevii X, , X, ,..., X, vektori razli¢iti od nule, onda se zbir:

ky X, +k, X, +... 1k, X,

—_—

zove linearna kombinacija vektora X, ,X, ,..., X,

Izjednac¢imo ovu linearnu kombinaciju sa nulom:
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ki X, ko X, +...+ky X, =0

1) Ako je ki=k,=...=k, , onda su vektori X ,X,,...,X, linearno nezavisni
ii) Ako je bar jedan od  kj,ko,....k, razli¢it od nule onda su vektori X, , X, ,..., X, linearno zavisni
Vazi jos:

Dva vektora su kolinearna ako i samo ako su linearno zavisni.(kolinearni znaci da leze na istoj pravoj)

Vektori X, Yy, z su komplanarni ako i samo ako su linearno zavisni(komplanarni znaci da leze u istoj ravni)

Razlaganje vektora na komponente

Ako su vektori X i y linearno nezavisni vektori jedne ravni, onda za svaki vektor z te ravni ,postoje jedinstveni
brojevi p i q takvi da je :
Z=pXt+tqy

Primer:
Vektor \72(4,2) razloziti po vektorima a =(2,-1) 1 b= (-4,3)
ReSenje:
v=patqb
(4.2)=p2,-1) +q(-4,3)
(4.2) = (2p,-p) + (-49,3q)
Odavde pravimo sistem:

4=2p —4q
2=-p+3q

2p-4q=4
-p+3q=2

p-2q=2
-pt3q=2

q=4
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2p-4q=4,paje2p—16=4,pa 2p=20 1ikonacno p=10.

Dakle, razlaganje vektora je v=10a+4b

Skalarni proizvod dva vektora (o)

aob= ‘5”6‘ cos 4(5, 5)
Akoje a=aji+a,] tojest a=(ana) i b=bi+h,] ,tojest b=(bi,b)

aob=ab;+ab,

Ugao izmedu dva vektora se racuna :

~ - aob a,b, +a,b
cos Z(a,b) = aﬁoﬁb = Co Sy
‘ab \/af+a§\/bf+b22
Projekcija vektora : PR_B je projekcija vektora b na pravac vektora a i obrnuto :

PR‘S?I je projekcija vektora anab
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Za skalarni proizvod vaze osobine:

1) ao b=0nam govori da su vektori a i b normalni ( ili da je jedan od njih nula), pa ovo mozemo uzeti kao
uslov normalnosti dva vektora
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2) Akosu a ib kolinearni vektori onda je ao 5=i‘a b

2

- - =52

3) aoa=a =

—

al ovo je vrlo vazna osobina

4) ‘5 ob

5) aob=boa

6) k(aob)=(ka)ob=ao(kb)
7) (a +b)ox=aox+b ox

Primer:

—

b

T

Izradunati intenzitet zbira vektora a i b ako je ‘5‘ =5,|b| =3 iugao izmedu vektora aib je 4(5.6) = 3

—

Resenje: ‘5‘ =5,b =7

=31 4(5.6) =% a mi trazimo ‘5 +b
Nadimo najpre  (a+b)>.

- - -2 - )
(a+b)’=a +2ab+b

2

—

2 ERTIR o
=la +2‘a blcos Z(a,b)+|b

=524+ 2%5%3c0s60°+3>

=25+ 15+ 9= 49

=/49 =7

Dakle (a+b)>=49 pa je ‘5+6

o
I
ol

Vektorski proizvod ax
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1) Vektor ¢ je normalan i na vektor a i na vektor b

2) Intenzitet vektora ¢ je brojno jednak povrsini paralelograma nad vektorima a ib

3) Vektor c se odredjuje pravilom desnog triedra(desnog zavrtnja)

Intenzitet vektora axb je: axb|=|c

- ‘EHB‘ sin /(a,b)

Osobine vektorskog proizvoda:
1) axb=-bxa (alternacija)
2) |(5XB) = (|£)><B = ax(IB)

3) (b+c)xa=bxa+cxa

Primer:
Ako je H = 10,6 =2 i aob=12 izracunaj axb| =2
Iz aob=12 imamo a o b= ‘EHB‘COSZ(E,B) =12
20cos Z(a,b)=12
cos 4(5, 6) _12 = 3
20 5
Obelezimo ugao izmedu vektoraaib sa x Z(a,b)=x ,ondaje:

3
COS X =—

Posto vazi osnovni identitet ~ sin’x + cos’x = 1, odavde je
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izra¢unajmo sada: ‘a xb

Dakle:

axh

sin’x = 1- cos°x

sin’x = 1- i
25
sin’x = E
25
sin X = —

- H - ‘EHB‘ sin /(a,b)=20

=16




