TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE OSTROG UGLA

Trigonometrija je prvobitno predstavlja oblast matematike koje se bavila izraCunavanjem
nepoznatih elemenata trougla pomocu poznatih. Sam njen naziv poti¢e od dve grcke reci
TRIGONOS- §to znaci trougao 1 METRON:- §to znaci mera. Kako se definiSu
trigonometrijske funkcije?

Posmatrajmo pravougli trougao ABC.

E a,b— katete
Cc— hipotenuza

a’ +b’ =¢* — Pitagorina teorema

_ haspramna kateta a

sina -
hipotenuza c

_nalegla kateta b
" hipotenuza ¢
_ naspramna kateta a
" nalegla kateta b
nalegla kateta b

Ctga = =—
naspramna kateta a

coso

PAZI: Sam simbol sin(cos,tg,ctg) sam za sebe ne oznacava nikakvu veli¢inu!!! Uvek
mora da ima i ugao.

IzraGunajmo vrednost trigonometrijskih funkcija za uglove od 30°,45° i 60°. Najpre
¢emo posmatrati polovinu jednakostraniénog trougla.

P Kao s§to znamo visina jednakostrani¢nog trougla je
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a
<in30° — nasp.ramna kateta o a 1
hipotenuza a 2a 2
a3
c0330° — na!egla kateta= 7 =_3
hipotenuza a 2
a
t930° = naspramnakateta_ :L(racionaliéemo) :Lﬁ =£
naleglakateta a3 /3 33 3
2
a3

naleglakateta o
naspramnakateta a
2

ctg30° =

a3
sin 60° = —2 —ﬁ
a 2
a
cos60°=l—l
a 2
a3
tg60°—%:\/§
2
a
0 2 3
ctg60° = —2— ==
J a3 3
2

Za vrednost trigonometrijskih funkcija ugla od 45° upotrebi¢emo polovinu kvadrata.

Kao $to znamo dijagonala kvadrata je d = a2
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ng4ge_Naspramnakateta_ a _ 1 V2 _ 2
hipotenuza a2 2 V2 2
cosd5° — na!egla kateta= a _ V2
hipotenuza a2 2
1g45° = naspramna kateta:g 4
naleglakateta a
Ctg4s® = nalegla kateta :3:1
naspramnakateta a
Na ovaj nacin smo dobili tablicu:
30° 45° 60°
sino l ﬁ \/g
2 2 2
coso. V3 2 1
B B 2
tga V3 1 3
3
ctga ﬁ \/g
3

Naravno kasnije ¢emo tablicu prosiriti na sve uglove od 0° — 360°.

Osnovni trigonometrijski indetiteti:

1)sin’ o +cos’ a =1

2) tga _ S«
cosa
3) ctiga = Cf)sa
SiIno

4) iga-ctga =1

Da probamo da dokazemo neke od indetiteta:

: . e a . b .
1) sin’® & + cos” a =(pogledajmo definicije: sina =— i cosa =— to da zapamtimo)=
c c

a2 b2 a2 + b2 2

Ve e . C
— +— =———=(vazi Pitagorina teorema, @’ +b’ =¢’)=->=1  www.matematiranje.com
C C C C




_ac_a =tga sli¢no se dokazuje 1 za Ctga

b-c b

2) smao

cosa

ololo o

4) g - ctgar =(zamenimo iz definicije, da je tg« =% 1 ctgo =E)= -E=1
a a

oo

Bas lako, zar ne?
Iz osnovnih indetiteta se mogu izvesti razne druge jednakosti:

1) Ako krenemo od:

sin® @ +cos’> @ =1— ovo delimo sa cos” «
sin’ a s cos’a 1

COS2 (24 COS2 (24 COS2 (24

tg’c +1=——— — Odavde izrazimo cos’
cos’ a
) 1
cos’ @ =———
tg-a +1

Ako sad ovo zamenimo u:

sina +cos’ a =1

sin @ +———=
tg°a+1
sinzazl—z;
tg-a +1
2
sin’ oz = 9 025+1 !
tg°a +1
2
sin’ @ = t? @
tg-a +1

Ove dve identi¢nosti ¢emo zapisati i koristiti ih u zadacima!!!

Jos jedna stvar, da izvedemo i trigonometrijske funkcije komplementnog ugla. Kako je
kod pravouglog trougla « + #=90° tj. komplementni su, vaZi:
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sin(90° — @) = cos & Tj. sin B =cosa

cos(90° —) =sina cos f=sina
tg(90° — ) =ctga tgf =ctga
ctg(90° — ) =tgax ctgf =tga
Odakle ovo?
E

™

sa slike (po definiciji) je

) b
sinar =2 sin ff=—
C C
a
cosoz:E cos f=—
c C
a b
= — t =
tga : 9p a
a
Ctgot:E ctgf =—
a b

1) Date su katete pravouglog trougla a=8cm i b=6¢cm. Odrediti vrednost svih
trigonometrijskih funkcija uglova a1 3

a=8cm

@8 A

b= 6em S a—c—lo—s—cos

c’=a’+b’ cosazgz%—%:sinﬁ
C

2 o2 2

c°=8"+6 t a8 i—ct,b’

c> = 64+36 9e=y"6 379

2 _

c=10cm a 8 4
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2) Izracunati vrednost trigonometrijskih funkcija nagibnog ugla dijagonale kocke prema
0Snovi.

Izvu€emo na stranu ovaj trougao:

d:ﬂ'\E

Kao §to znamo mala dijagonala je d = av2 , a velika dijagonala (telesna) D = av3 . Po
definicijama je:

‘ jsH]
-
-
&

sina = = = —=

cCoS@=——=———=——r— = —
a3 3 B3B3
a 11 2 2
tga:———=—~—=—
a2 2 22 2
Ctga=\/§
3)
C =24cm Po definiciji je:
C
a="? a
b:? 0,8:£
a=24-08
a=19,2cm

b® =c’—a’ sad ide Pitagorina teorema
b* =24°—(19,2)°

b* =576 -368,64

b*> =207,36

b=14,4cm
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4) IzraCunati vrednost ostalih trigonometrijskih funkcija ako je:
a) sina =0,6

b) cosa 22
13

v) tga = 0,225

Resenje:
. 3. 6 3 . ) e e 2 )
a) sina =— jer 0,6 =— =— najpre ¢emo iskoristiti da je sin” a +cos” a =1

2
(E) +cos’a=1
5

cos’ @ =1-—
25
) 16
cos“ a=—
25
cosoz:iJE 3
425 tga:sina :%:g
cosq=*— cosa T 4
5 5
Posto su ostri uglovi u pitanju: 1 4
Ctgag=—=—
cosa =+— g 3
5
b)
12
cosa =—
13
sin’ o +cos’ a =1
12’
sin2a+(—j =1
13
sinzoczl—E
169
sin205=2 5
169 tga_sina_ﬁ_i
sing =+ /2 cosa 12 12
169 13
. 5 2
sina =t— ctoa =—
13 9 5

oStar ugao uzimamo +

sina =—

13




v) tga =0,225 =£=i
1000 40

Iskoristi¢emo jednakosti:

sin“a =——
‘a+1 1681

9 ’ sin05=i1/i
40 1681
2 ) 9
9 sing =+—

() +1 41

81 sinot—+i
— 41
1600
81
—+1
1600

81

1600
81+1600

1600

sin a =

sin’ a =

Ctga = 9 www.matematiranje.com



5) Izracunaj vrednosti ostalih trigonometrijskih funkcija ako je:

a) sina = a9
a’+9

2

b) ctga = a

sina+cos’a =1

cos’a =1-sin’«

a’-9Y
cosza=1—( > J
a -+9

(a*+9)°
cos o = (@’ +9)’—(a’-9)’
(@’ +9)°

cos’a =

a*+18a’+81—-a*+18a’ -8l

(@*+9)°
2

b ctga=2 4 =tga =
4a

tg’a

sin’ o = —
tg o +1

16a’
sin’ o = G
16a* .
(a’—4)’
sina = 16a”
16a’+a*—8a’+16
w 16a*
SIn o = 0 o2 1,
a +8a +16
. 16a*
SInax = PR
(a+4)
) 4a
SiIno =

a’+4

36a’

( 2+9)2 tg :Slna
e cosa
a 2
(a2+9)2 a2_9

a’+9
249
a’-9
tga =
g 6a
6a
Ctg()t:a2
cos’a = 21
tg a+1
coszoz:;2
4a
4 +1
) |
cos’a = > - -
16a” +(a” —4)
(@’ -4y’
) 1
COS a:ﬁ
(a“+4)
(a*-4)
2 2
cosza:%
(a”+4)
2 2
cosqa = —(a2 4)2
(a”+4)
a’-4
cosar =—;
a +4

www.matematiranje.com



6) Dokazati identitet (1+tgx+ ! )-(Htgx— ! jzztgx
COS X COosS X

(1+tgx+ ! )-(Htgx— ! j:
COS X COS X

sin X 1 sin X 1
I+ + |14+ - =
COSX COSX COSX COSX

cosX+sinX+1 cosX+sinx—1

= gore je razlika kvadrata
COS X cos X

(cosX+sinx)* —1°

= (jedinicu ¢emo zameniti sa sin” X +cos” X )

cos® X
cos? X +2c0s Xsin X +sin” X—sin® X—cos’ X _ 2 COSX sin X _
cos’ X cos > X
sin X
=2 = 2tgx
cos X

7) Dokazati da je:
a) cos’18° 4+ cos® 36° +cos” 54° +cos> 72° =2

Posto vazi da kad je o+ 8 =90° cosa =sin 3, cos54° ¢emo zameniti sa sin36° a

cos72° ¢emo zameniti sa sin18°. Onda je:

cos”18° +cos” 36° +cos” 54° + cos”* 72° =
cos’ 18° + cos? 36° +sin” 36° +sin’ 18° =

L= ]

=1+1=2

b)
tg1° -tg2° -tg3°..1g44° - tg45° - 1g46°..1g89° =1
= Kako je tga =ctgf (a+ B =90°) Bice=
tg1° -tg2° -tg3°..1g44° - tg45° - ctg44°...ctg2° - ctg1®

= Kako je tga -ctga =1
=1-1-...-tg45° =1
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3

— = (tga +ctga)’
a—CoS o

8) Dokazati identitet

1-sin®

3 3
1-sin® X—cos® X 1—(sin® X+ cos® X)
sin® x—cos® x Podjimo od sin”* X —cos® x =1 pa ’dignemo’’ na treéi stepen:
(A+B)’=A’+3A’B+3AB° + B’

sin” X+ cos’> x=1/()’

= PokuSa¢emo da transformiSemo izraz

sin® x+3sin®* xcos? X+ 3sin® xcos* x+cos® x =1

sin® X+ 3sin” X cos” X(sin” X + cos” X) +cos’ X =1
1

Dakle: sin® X+ cos® X =1—3sin” X cos?® X
Vratimo se u zadatak:
3 3 1

1—-1+3sin* xcos® X 3sin® Xcos®’ X  sin’® Xcos? X

Da vidimo sad desnu stranu:

(tga +ctga)® =tg°a + 2tgactga + ctg’a
sin’ & cos’ &
= A2t
CoOS & Sin- o

_sin* a+2sin’ acos’ a +cos’ a

sin’ acos’ a
_ (sin® a +cos’ @)’

sin® acos’ a
_ 1
sin® acos’ «
Ovim smo dokazali da su leva i desna strana jednake:

Uslov je
1-sin®a—cos® o #0
sin® @ —cos® o #1
1-3sin*acos’ a #1
sinacos’ a #0
sinad#0Acosa =0
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