SINUSNA I KOSINUSNA TEOREMA
RESAVANJE TROUGLA

Sinusna teorema glasi:

Stranice trougla proporcionalne su sinusima njima naspramnih uglova.

a b c R

sin@ sinf siny

Odnos duzine stranica i sinusa naspramnog ugla trougla je konstanta i1 jednak je duzini
pre¢nika (2R) kruznice opisane oko trougla.

Sinusna teorema se primenjuje:

1) Kada su data dva ugla i jedna stranica
2) Kada se date dve stranice i ugao naspram jedne od tih stranica

Kosinusna teorema glasi:

Neka su a,b,c duzine stranica i «, f,y veli¢ine odgovaraju¢ih unutrasnjih uglova trougla
ABC. Tada je:

a’* =b*+c* —2bccosa
b*=a’>+c* —2accos f

¢ =a’+b*—2abcosy

Kosinusna teorema se primenjuje:

1) Kad su date dve stranice i ugao izmedju njih
2) Kad su date sve tri stranice trougla



Jos neke vazne "stvari" koje se izvode iz sinusne i kosinusne teoreme su:

— Povrsina trougla je: pP= l besina
2

P= 1 acsin 3
2
2

— PovrSina trougla je P = % , R je poluprecnik opisane kruznicei P=r-s gde je

a+b+c . ) - . .
s =—— poluobim a r je poluprecnik upisane kruznice

— TezZisne linije se izracunavaju: b2 4262 — g
" 2

N2 +2a’ - b’
a 2

V2a® +2b° - ¢
- 2

— Proizvod dijagonala tetivnog ¢etvorougla (oko koga moze da se opise kruznica)
jednak je zbiru proizvoda naspramnih strana.

m-n=ac+bd
Ptolomejeva teorema

— Ako su d, 1 d, dijagonalne konveksnog cetvorougla i o ugao koji one grade.
Povrsina tog Cetvorougla je:



P:lal1 -d,sina
2

Zadaci:

1) U trouglu ABC dato je o =45°, =60 i polupre¢nik opisanog kruga R =26 .
Odrediti ostale osnovne elemente bez upotrebe tablica.

o =45°
S =60°

R=2J6

Najpre ¢emo naci ugao y
a+ f+ je=180°
y =180" —(45° +607)
y="175°

a b c _oR

sina@  sinf siny
Iskoristicemo sinusnu teoremu.

a

=2R—= a=2Rsina
a=2-2/65in45°

a=4\/g-g=2\/ﬁ=4\/§
a=4/3

sin



=2R= b=2Rsinpf

sin
b =2-2/65sin 60°
b=4£-§=2\/§=6x/§
h=6y3
C
— =2R= (=2Rsin je
siny

¢=2-R/65in75°
¢ =46 -sin(45° +30°)
c= 4\/3-(sin 45° cos30° +cos45°sin30%)

. _._+_-Ej—>sredimo

c=2(3+\/§)

2) Odrediti stranicu b trougla ABC ako su njegove stranice a = 2x/§cm,c =+J6cm i
ugao £ =105

a= Zx/gcm
c= \/gcm

B =105° Ovde ¢emo upotrebiti kosinusnu teoremu!!!

b=?

b* =a’ +c* —2accos f
Ajmo prvo da nadjemo cos105°

cos105° = cos(60° +45%)

=c0s60° cos45° —sin 60° sin45°

2 2 2 2 4



b* = (243)’ +(J6)’ —2-26-%-@

b> =12+ 6—-6(1—+/3)
b2 =12+6-6+63

b =12+ 63 — mali trik
T~ 124643 =3++3)> > proverimo

b> =(3++/3)’
=3212.33+4/3
b=3+43
—9464343
—12+643

3) U trouglu ABC dato je AB=24cm, AC=9cm i ugao o =60°. Odrediti bez
upotreba tablica, stranicu BC i polupre¢nik opisane kruzZnice.

C
b=9cm a
b=9cm
c=24cm
A c=24cm B = 60°
a=?7,R="?

a’ =b*+c¢* —2bccosa

a’=9>+24>-2.9.24-¢cos 60°

a2:81+576—2-9-24%

a’ =441
a=+/441

a=2lcm



4 _p— 2L _op
sin sin 60°
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R = —racionalisemo

5
_21.43
BNERNE]

R:21\/§

3
R= 7\/§cm

R

4) U trouglu ABC razlika stranica a i b jednaka je 3cm ugao y = 60° i polupreénik

73

opisane kruznice R = Tcm . Odrediti stranice trougla ABC.

a—b=3cm
y =60°
73
3
a,b,c="?
‘c =2R= c=2Rsiny
sin y
c=2-¥-sin60”
_, 3B
3 2
c=Tcm



¢’ =a*+b> —2abcosy
7> =(b+3)* +b° —2b(b +3)cos60°

49 = (b+3)* +b° —2b(b+3)%

49=b>+6b+9+b> —b*>-3b

b*> +3b—40 =0 — kvadratna jedna¢ina ’po b>’
—-3%13

bl,z = >

b =5

b, =—-8 — ovo nije reSenje jer ne moze duZina stranice da bude negativan broj.

Dakle =5
a=b+3
a=5+3
a=28

5) U krugu su date tetive AB=8cm i AC=5c¢m. One grade medjusobni ugao o =60°.
Izracunati poluprecnik opisane kruzZnice.

b=5cm
a=b"+c*—2bccosa 3
c=8cm
2_£2.,Q2_~n.5.Q. 0
a =5 +8 —-2-5-8-cos60 o = 60°
a2:25+64—2-40% R—9
a’ =89-40
a’ =49
a="Tcm
4 _op= 1 _9p
sina sin 60°
7
2R=—
V3
2
7
R=——
V3
A
NERRYE)



6) Ako su stranice trougla a—2,a,a+2 ijedan ugao iznosi 120°, odrediti stranice.

a=a
b=a-2
a+2 c=a+2

120°

a
Pazi: 120° je ugao naspram najvece stranice (a+2)

c’=a’>+b*-2abcosy

(a+2) =a’ +(a—-2)* —2a(a—-2)cos120°
(a+2) =a’*+(@a-2)° —2a(a—2)-(—%)
(@a+2) =a*+(@-2) +a(a-2)
a’+da+d=a’+a’ —-4a+4+a’-2a

0=2a"-10a
2a(a—5)=0

a =0 —>nemoguce
a=>5
b=a-2=5-2=3
b=3

c=a+2

c="7

7) Ozracinati visinu fabrickog dimnjaka koji se nalazi na horizontalnom
nepristupacnom tlu, ako se vrh dimnjaka iz tacke A vidi pod uglom «, a iz tacke B
pod uglom £ . Tacke A i B pripadaju takodje horizontalnoj ravni a njihovo

rastojanje AB= a. Osa dimnjaka i tacke A i B leZe u istoj ravni.

Ovde je najvaznije skicirati problem!!!



0 A a B

Obelezimo trazenu visinu sa OV=X

Prvo nadjemo nepoznate uglove ZOVA 1 LAVB

= =(90" - B)-(90° —a)
=90° - f-90° +
ZAVB=a-j

JOVA=90" —g)|  AVB=LOVB—-Z0VA
ZOVB=90°" - 3

Primenimo sinusnu teoremu na trougao ABV

a AV AV asin

= = =
sinfla—f) sinf sin(a — f3)

sad primenjujemo definiciju sinusa na pravougli trougao VOA.

sina:£:> X =A4V(sina)
_asin Bsina
sin(a — f3)

_asinasin

sin(a — f3)



8) U trouglu ABC dato je a—b=1, h, = %, R=4. Bez upotreba tablica izracunati « .

Najpre ¢emo upotrebiti obrasce za povrsinu trougla:
c-h, abc

p="""e, p=F
2 4R

Dakle: ¢. h, abc
2 4R
2ab=4Rh,
ab=2Rh,
ab=2-4-h,

ab:24§
2

ab=12

Sada napravimo sistem:

a-b=1
ab=12

a=b+1
b(b+1)=12
b*+b-12=0
—1+7

2

bl,z =

b =3
b, =—4 Nemoguce

Dakle b=3=a=3+1=4=a=4

10



Dalje iskoristimo sinusnu teoremu:

_a =2R=> sinaz—a
sin & 2R

. 4

sing =—

8

. 1

sing =—

2

Znamo da je a =307 jer je sin30° :%

Dakle o =30°

9) Odrediti stranice trougla povrsine P = 343 , ako je ugao o =60° i zbir stranica
koje zahvataju dati ugao b+c=7

P=3/3 Ovdec¢emo iskoristiti obrazac za povrSinu trougla:
=60’

¢ P= 1 bcsin

b+c=17 2

a,bc="? 3\/_=%bcsin60”

1 3
33 =—pe X2
\/—263

bc=12
Dalje ¢emo oformiti sistem jednacina:

b+c=17
bc=12

Izrazimo ¢=7-b i zamenimo u bc=12



c=7-b

b-(1-b)=12
7b—b* =12
b*—7b+12=0
7+1
bl,ZZT
b=4=c=3
b,=3=c=4

Znaci imamo dve moguénosti:
b=4c=3 ili b,=3;c=4

Upotrebimo sad kosinusnu teoremu:

a’ =b*+c* —2bccosa

a’=4>+3-2.4-3-cos60°

612:164-9—2-12-1
2

a’=25-12

a’ =13

a=+13

10) U tetivnom ¢etvorouglu ABCD dijagonala BD je normalna na stranicu BC,
ugao ABC= 120°, ugao BAD= 120°, DA=1. Izracunati dijagonalu BD i stranicu CD

Odavde je vrlo vazno nacrtati skicu i postaviti problem, reSenje zatim dolazi samo po
sebi:

Al120°

12



Posto je LABC =120° 1 BD 1 BC = ZABD =30° akako je

/BAD =120° = ZADB =30° naravno trougao ABD je jednakokraki = AB =1 a onda

nije tesko na¢i DB

DB*=1>+1>=2-1-1-cos120° — Kosinusna teorema

D32:1+1—2-(—1j
2

DB? =3

DB =43

posto se radi o tetivnom cetvorouglu, zbir naspramnih uglova je isti!!!

120° + ¢ =120° + B +30°
a=30°+p 1 vazijoS a+=90"paje:

a =60, B =30°

Primenimo definiciju:

NG

sin 60° = —
CD

N3_A3

2 CD

CD=2
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